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随 着 计算 机 科学 技术 的 飞速 发 展 ,人 类 正 进入 信息 时 代 . 

信息 时 代 是 应 用 数学 大 发 展 的 时 代 , 人 类 长 期 积累 起 来 的 知 
识 体 系 , 正 面临 着 第 3 次 数学 化 . 数学 思想 ,数学 方法 与 数学 模型 
多 着 计算 机 的 广泛 应 用 ,日 益 渗 透 到 各 种 行业 中 去 . 

当代 ,除了 古典 的 数学 理论 (初等 数学 , 微 积 分 学 ,微分 方程 ， 
复 变 函数 等 ) 早 已 得 刘 广 泛 的 应 用 外 ,一 些 比较 抽象 的 现代 数学 理 
论 ( 集 合 论 .数理 盟 辑 .范畴 论 、 抽 象 代数 . 泛 代 数 ,代数 元 何 、 招 扑 
学 、 泛 函 分 析 等 ) 以 及 一 些 新 兴 的 数学 理论 (随机 过 程 .时 间 序 列 、 
运筹 学 ,最 优化 理论 ,有 限 元 方法 ,模糊 数学 ,混沌 与 分 形 等 ) 也 逐 
渐 地 成 为 社会 生产 ;科学 实验 ,工程 按 术 及 经 济 管理 中 不 可 缺少 的 
工具 ,应 用 数学 的 适用 范围 正在 迅速 地 扩大 . 

为 了 满足 日 益 增长 的 社会 需求 ,清华 大 学 应 用 数学 系 4 现 代 应 
用 数学 手册 》 编 委 会 ,组 织 编写 了 这 套 多 卷 集 的 手册 ， 

本 书 读者 是 理 , 工 , 医 , 农 .经 管 等 各 个 领域 中 的 广大 工程 技术 
人 员 、 科 研 人 员 , 大 .中 专 院 校 的 教师 .学生 ,研究 生 及 其 他 使 用 数 
学 工具 的 实际 工作 者 . 其 中 有 些 内 容 对 于 中 学 生 也 是 适用 的 ， 

编者 力求 使 本 书 成 为 一 万 高 质量 的 工具 书 , 它 有 下 列 特点 : 

人 1) 内容“ 新 颗 ” 本 书 力求 做 到 内 容 现 代 化 , 除 用 现代 观点 
介绍 古典 内 容 外 ,对 已 出 现 的 新 理论 ,新 方法 尽量 优先 选 入 . 

(2) 突出 “应 用 ” 本 书 在 选材 上 突出 数学 理论 的 应 用 ,以 通 
俗 易 懂 的 方式 着 重 介绍 在 更 代 科 学 技术 等 实际 领域 中 应 用 广泛 的 
数学 理论 和 方法 . 

I: 


(3 紧密 “结合 ”计算 机 应 用 为 了 更 有 效 地 应 用 数学 方法 解 
决 各 种 实际 问题 ,广大 科技 人 员 人 迫切 要 求 数学 方法 与 计算 机 应 用 
相 结 合 ,提高 工作 效率 , 为 此 ,本 书 在 结合 计算 机 应 用 方面 ,给 予 特 
别 的 重视 . 

(4) 版 面 设计 “合理 ,便于 迅速 查阅 为 方便 读者 使 用 ,本 书 
术 用 了 一 套 较为 完善 的 索引 体系 , 除 正文 中 章节 的 编号 沿用 国际 
通行 的 十 进 制 编号 外 ,对 于 重要 的 定义 、 定 理 , 例 题 .公式 .图 . 表 等 
均 有 编导 . 于 省 可 以 从 (1) 目录 ,C2) 中 文 一 外 文 索引 , (3) 外 文 一 
中 文 索引 等 三 种 途径 ,迅速 找到 所 需 资 料 . 此 外 ,本 书 对 载 入 的 外 
国 科 学 家 人 各 ,尽量 采用 “名 从 主人 ”的 原则 . 

(5) 数学 符号 力求 “统一 "与 国际 化 ”鉴于 目前 国内 各 种 文 
献 . 书 寿 中 使 用 的 数学 符号 不 能 统一 与 图 际 化 ,增加 了 读者 阅读 时 
的 困难 . 本 书 除 按 国家 标准 GB3102-93 外 ,兼用 国际 数学 办 权威 
着 作 《* 数 学 太 百 科 辞 典 》(Encyclopedic Dictionary of Mathemat- 
ics ,EDM) 中 的 符号 为 标准 . 对 于 不 在 上 述 文 献 中 的 其 他 新 符号 ， 
则 选用 较为 流行 者 . 

本 手册 各 卷 内 容 独 立 完 整 , 便 于 个 人 读者 与 团体 读者 按 需 选 
购 , 当前 应 用 数学 急剧 发 展 , 编 委 会 在 条 件 成 熟 的 时 候 , 还 将 增 出 
新 卷 . 

本 书 的 编撰 是 与 清华 大 学 应 用 数学 系 领导 ,特别 是 萧 树 铁 教 
授 的 热心 支持 ,编辑 委员 会 各 位 编 委 的 通力 协作 ,校内 外 的 许多 教 
师 . 科 研 工 作者 的 大 力 支 持 分 不 开 的 ,编者 深 致 谢意 ， 

在 编辑 出 版 过 程 中 ,还 得 到 清华 大 学 出 版 社 的 热情 支持 . 

本 书 从 编 搬 到 出 版 ,历尽 艰辛 . 饮水 思源 ,编者 还 要 感谢 本 书 
的 发 起 人 ,清华 大 学 应 用 数学 系 陆 财 教 授 ,北京 出 版 社 李 利 军 编辑 


及 己 故 的 北京 出 版 社 社 长 王政 人 先生 ， 
。M 。 


最 后 , 编 才 还 要 对 夫人 于 华 敏 表示 谢 忱 ,没有 她 的 深刻 理解 、 
热情 支持 与 持久 的 帮助 ,本 书 也 难以 问世 ， 
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1 线性 规划 
1.1 线性 规划 问题 


1.1.1 引言 


线性 规划 (linear programming) 是 运筹 学 中 产生 较 晶 .应 用 广 
汉 的 一 个 分 支 , 早 在 20 世纪 30 年 伐 ,kairopopnud 人 赋 究 并 发 表 了 
《生产 组 织 与 计划 的 数学 方法 》, 其 中 论述 的 就 是 线性 规划 问题 , 
1947 年 G. B. Dantzig 提出 了 单纯 形 法 . 其 后 在 计算 机 上 的 成 功 实 
现 使 得 应 用 线性 规划 解决 的 问题 迅速 增加 . 线性 规划 已 广泛 用 于 
国防 .科技 ,经 济 、 工 业 , 农 业 、 环 境 工程 .教育 及 社会 科学 中 . 

线性 规划 是 研究 在 一 组 线性 约束 之 下 , 某 个 线性 臣 数 的 最 小 
值 或 最 大 值 问题 . 

例 1.11 某 工 三 有 三 种 原料 吾 ,号 和 呈 : ,其 鳍 量 分 别 为 
170 kg、100 kg 和 150 kg, 现 用 来 生产 两 种 产品 4, 和 4:. 已 知 每 
生产 1 kg 4, 产品 需要 原料 B, 5 kg ,原料 B, 2 kg, 原 料 Ps 1 kg. 每 
生产 1 kgAs 产品 需要 原料 B, 2 kg ,原料 Ps 3 kg, 原 料 B 5 kg. 又 
知 4 产品 每 kg 利 渔 为 10 元 ,A 产品 每 kg 利润 为 18 元 . 问 在 工 
厂 现 有 资源 条 件 下 ,应 如 何 安 排 生 产 , 才 使 土 厂 获得 最 大 利润 ? 

解 设 安排 4 ,4 产品 的 产量 分 别 为 zyzs kg. 则 该 问题 的 
数学 模型 为 


max 1]0r 二 1l8r: ; 
s,t. 57r 十 2r， 所 170， 
27| 十 37 过 100， 
Zz, 十 SX， S 150， 
XI 0, 
Tr 2 0. 
这 是 -一 个 线性 规划 向 题 (linear programming problem), 简 记 为 
(LP). 
一 般 邮 ,线性 规划 问题 的 数学 模型 为 
min/max Ci 一 CI 十 十 Cry 
s.t， au 十 下 十 4 和 加 (或 守 电 ; 或 = 抽 )， 
ee ， (‘1.1) 
anizi 十 十 GonesB， (或 之 5 ; 或 二 5,)， 
zi0 C1, yn). 


其 中 ,zz 称 为 决策 变量 (decision variables) ,是 线性 规划 问 
题 中 要 求解 的 变量 ， fx 站 yn) oT 二 "二 car 称 为 目标 函数 
Cobjective funetion), 常数 cyc 称 为 费用 系数 (ecost coeffi- 
eients ) ,ait 十 十 as 裤 页 (或 之; 或 一 帮 ) 和 一 1 14) 称 为 第 
i 个 约 东 (constraint). 系数 a 组 成 的 矩阵 


A ln 
A=|: : 
ml 时 中 中 Lr 


称 为 约束 矩阵 (constraint matrix), 列 向 量 = (C51,… ,6 )" 称 为 右 
端 向 量 (right-hand-side vector), 条件 xz) 宇 0(7 二 1,…,n) 称 为 非 负 
约束 . 本 书 中 约束 条 件 记 为 s.t. 是 subject to 的 缩写 ,意思 是 满足 
约束 条 件 . 


2 。 


1.1.2 线性 规划 问题 的 标准 形式 
线性 规划 问题 的 标准 形式 表示 为 ， 


mn or crs 二 cr 3 
St dnz 十 Arierz 十 … 十 Ginze =， 


zi 二 GspT2z 二 rr 二 drt = 


. ， ， . | (1.2) 
En 十 dmzTs 十 … 十 Gonn | 


Tr 
其 中 vA 为 决策 变量 ,cisaiy 科 b: 为 实 常 数 . 并 且 0。 
利用 向 量 和 和 给 阵 符 号 可 以 简写 为 : 


mn cer; 
8.t. | 《1. 3) 
x 站 和. 
其 中 ,4 为 矩阵 ,5e*xz 均 为 向 量 ; 
ll ia 三 1 
A 二 zl 机 {2 ， 


eo=c Cec ), 
b = (bb ba) 
Er) 
在 各 种 实际 问题 中 , 列 出 的 模型 不 尽 相 同 ,目标 函数 可 能 是 求 
最 小 值 或 最 大 值 :约束 条 件 可 能 是 等 式 或 不 等 式 ; 变 量 可 能 有 限 
制 ,或 没有 限制 .但 是 ,任何 一 种 线性 规划 模型 都 可 以 等 价 地 转换 
(1) 目标 函数 的 转换 若 原 问题 是 求 max cx, 则 可 以 转换 成 


» 


求 min (ex}. 

《2) 约束 条 件 的 转换 ”若菜 约束 条 件 是 不 等 式 
or A | Var > 6 9 
is i1 
周 订 以 转换 眉 为 

| Wy, 十 这 一 | Sa, 一 ,+; 二 ,) , 
加 : 
其 中 ,引进 的 产 灾 证 re, 称 为 松弛 变量 (slack variable). 在 目标 函 
数 中 与 松 籽 农 红 相对 应 的 费用 系数 取 台 值 . 


若 等 趟 约 来》 auz = 名 中 的 和 < 0, 则 可 将 该 等 式 的 两 端 同 


乘 以 (一 1) 转换 为 > az 一 一 和 ,此 时 ,( 一 6) 之 0. 
(3) 变 斌 的 非 负 约束 “ 若 某 个 变量 的 约束 为 zi/<B,( 或 zi 之 
pi) 3 则 可 令 EE 二 户 一 Xj( 或 Zz 一 xj 一 户 ); 于 是 便 有 z 守 0; 车 菜 个 
变量 =, 没有 限制 , 则 可 令 二 zy 一 zy, 并 增加 约束 ro 关 0,zg>0 
例 1.1.2 将 下 列 线性 规划 模型 转化 为 标准 形式 


mn 一 十 2 37 } 

s,t. Xl 十 Ti 十 XX 入 ?7， 
XT] 一 Ts 十 XI 溢 2， 
371 一 Xs 一 273 一 一 0 


T0000. 

解 ” 对 前 两 个 约束 分 别 引 进 松 弛 变量 z 写 0,x; 守 0, 且 规定 
其 相应 的 费用 系数 cs 一 cr 一 0. 对 等 式 约 东 的 两 端 同 乘 以 (一 1). 上 表 
今 z= 二 x 一 zx; ;并 增加 约束 x, 主 0,zx; 宇 0. 这 样 ,给 定 的 线性 规划 模 
型 转化 为 标准 形式 ， 


min 一 了 1 十 27rz — 3x 十 3 


Stl, x 十 xz 十 TI 一 Xs 十 26 一 ?7， 
XI 一 Xs 一 ZX:= 2， 
一 3z| 十 Ts 十 2r 一 2ze = 5 


TX 0 I 之 0， 
Xa 0 rs 2 Os 
Xs 0 0 
下 面 给 出 线性 规划 问题 解 的 概念 . 
定义 1.1.3 《1.15) 中 ,满足 约束 条 件 的 向 量 x = (xi， 
Zar sz 7) 称 为 (1. 15) 的 可 行 解 (feasible solution) 或 可 行 点 (fea- 
sible point), 可 行 点 的 上 集合 , 称 为 可 行 域 (feasible region). 记 作 
S= (XE EIAr= Er 0 
使 目标 函数 取得 最 小 值 的 可 行 解 称 为 最 优 解 (optimal solution )， 


1.1.3 线性 规划 的 图 解法 


如 果 线 性 规划 阿 题 只 含有 两 个 决策 变量 ,那么 , 它 的 可 行 域 可 
在 平面 上 画 出 ,因而 可 用 图 解法 求 最 优 解 . 举例 说 明 ， 
例 1.1.4 用 图 解法 解 下 列 线 性 规划 


min — x —4x; } 
号 。 +, 工 ] 十 对 A 4， 
一 开 1 十 十 2 < 2， 


TO ZO, 

解 ” 这 个 间 题 的 可 行 域 5 如 图 1, 1 所 示 . 目标 函数 等 值 线 的 
方程 为 一 x 一 4xs 一 z, 因为 要 找 的 最 优 解 在 可 行 域内 使 日 标 通 数 
共有 最 小 值 , 所 以 ,让 等 值 线 一 六 一 4zs 一 = 沿 着 它 的 负 法 线 方向 
一 # 二 (1,4)7 在 可 行 域内 尽量 地 平行 移动 . 即 ,移动 到 图 1. 1 中 点 
《1,3)" 的 位 置 . 如 果 再 移动 就 与 可 行 域 不 相交 了 ,于 是 点 (1 ,3)" 

5. 


1.1 
就 是 最 优 解 , 目 标 函 数 最 优 值 为 一 13， 


1.14 线性 规划 的 性 质 

首先 给 出 线性 规划 问题 基本 可 行 解 的 概念 . 

定义 1.1.5 考虑 (1.3), 设 站 是 第 阵 4 中 的 一 个 m 阶 满 秩 
子 方 阵 , 则 称 五 为 一 个 基 (basis).4 中 剩余 元 京 组 成 的 子 阵 记 为 
和 六, 即 4= (58,N). 再 把 xx 的 分 量 相应 地 分 作 两 部 分 , 记 成 ze 和 
xnwsza 的 分 量 与 屯 的 列 对 应 , 称 为 基 变 是 (basic variables), xw 的 
分 地 与 太 中 的 殉 对 应 , 称 为 非 基 变量 (nocnbasice variables). 在 约 东 


4x 二 bb 中 令 所 有 的 非 基 变量 取 值 为 零 时 ,得 到 的 解 x 一 [= 


[”。 j]. 称 为 相应 于 8B 的 基本 解 (basic solution). 


定义 1.14.6 基本 解 的 基 变 量 都 职 非 负 值 时 , 即 满足 xs 守 9 
“bs. 


的 基本 解 称 为 基本 可 行 解 (basic feasible solution}. 相应 的 基 上 B 称 
为 可 行 基 (feasible basis )， 

注意 ,有 mm 个 约束 方程 和 个 变 晤 的 标准 形式 线性 规划 问题 
必 有 有 限 个 基本 解 ,其 最 大 个 数 为 


人 


基本 可 行 解 的 最 大 组 数 也 小 于 或 等 于 此 式 的 值 ， 

定义 1.1.7 车 基本 可 行 解 的 所 有 基 变 量 都 取 主 什 , 则 称 它 
是 非 退 化 的 Cnon-degenerate); 若 有 取 索 值 的 基 变 量 , 则 称 它 是 退 
化 的 Cdegenerate), 一 个 线性 规划 问题 ,车 它 的 所 有 基本 可 行 解 都 
是 非 退 化 的 , 风 称 该 问题 是 非 退 化 的 . 

例 1.1.8 选择 不 同 的 基 , 求 下 列 线 性 规划 的 基本 解 . 


1 
mlen 一 ml” 


min -ZX dr 了 
3.+, TI 十 TT 十 3 一 
一 Xl 上 二 2 十 x = 二 2， 


TA Ts Ty 2 0. 


解 ” 问 题 的 约束 矩 降 为 


1 1 1 0 
A=: [Gas tad] 一 | ] 1 0 | 
下 面 选择 不 同 的 基 , 并 分 别 求 出 所 对 应 的 基本 解 ， 
1 1 | 
5B, [et 0:] = [ 。， 1 ,水 得 基本 解 为 
和 =({z) J 一 《1 3)T. 
Bp, =[a «1=| ， |], 求 得 基本 组 为 
2 1 3 _ 1 0 
ks = (TT at) 一 【一 2.0,6,0)T. 
1 0 
B, =[ei ai] = [ 1 | , 求 得 基本 解 为 


* 7 


着 【人 og 本 一 40,0,6)1. 


B, ~[as qr] = |， ,| ,来 得 基本 解 为 


.| ee 一 (0,2,2,0)7. 
| 】 |, 求 得 基本 解 为 


和 er 一 (OO, 生 ， D0, CO 2), 
名 一 [as a] = | 。 ], 求 得 基本 解 为 


We Cri rorma Tl = (O04,2). 

注意 ,与 基 如 ,如 ,有 ,如 对 应 的 基本 解 x ,x ,x,rs 是 基本 可 行 
解 ; 与 基 ,Bs 对 应 的 xi,xs 是 基本 解 ,但 不 是 基本 可 行 解 ,因为 
x 的 第 1 个 分 量 是 负数 ,x; 的 第 4 个 分 量 是 负 数 . 此 外 ,由 于 所 有 
的 基本 可 行 解 都 是 非 退 化 的 , 故 该 问题 是 非 退化 的 . 

下 面 给 二 标准 形式 线性 规划 问题 的 几 个 重要 性 质 ， 

定理 1. 1.9 线性 规划 癌 题 的 可 行 域 为 凸 集 . 

定理 1. 4. 10 x 是 式 (i.3) 的 基本 可 行 解 的 充 要 条 件 是 它 是 
可 行 域 的 极点 . 

定理 1.1.11 若 式 C1.3) 有 可 行 解 , 则 必 有 基本 可 行 解 . 

定理 1.1.12 著 式 (1.3) 有 有 限 最 优 征 , 则 必 在 可 行 域 的 极 
点 处 达到 . 

定理 1.1.13 式 人 .3 有 有 限 最 优 值 的 充 村 条件 是 对 可 行 域 
的 所 有 被 方 向 #,, 均 cd, 守 0. 


1.2 单纯 形 法 


1.2.1 单纯 形 法 株 理 


对 于 标准 形式 的 线性 规划 问题 
“8. 


min f(x) ==cex: C1. 4) 

St， Ax 一 起 (1. 3) 

x 0 (C1. 6) 

若 有 有 限 最 优 值 , 则 目标 函数 的 最 优 值 必 在 某 一 基本 可 行 解 处 达 

到 ,因而 只 要 在 基本 可 行 解 中 寻找 最 优 解 . 单纯 形 法 (simplex 

method) 的 基本 思想 就 是 先 找 一 个 基本 可 行 解 , 检验 是 否 为 最 优 

解 . 否则 , 表 找 一 个 使 目标 函 数值 有 有 改进 的 基本 可 行 解 ,进行 检验 . 

反复 进行 兴 代 ,直至 找到 最 优 解 ,或 判定 问题 无 界 ( 即 到 有 了 根 最 优 
值 》. 

设 我 到 初始 基本 可 行 解 二 ,可 行 巷 为 站, 非 基 华 阵 为 六 , 即 4 一 


=- [2] 相应 地 ,目标 函数 值 为 了 一 c = 


(BNY. ,z=| 
于 是 ,x 0 


[es el -es 5 其 中 ,cs 是 c 中 与 基 变 量 对 应 的 分 量 组 成 的 号 维 
行 向 量 . 


再 设 任意 可 行 解 >= | |, 由 (1. 5) 得 到 
2 一 有 一 Naxv 一 下 一 有 Nan 《1.7) 
相应 的 目标 未 数值 为 
一 做 一 ge 和 一 (es 有 LN 一 Cr)xn， (1.8) 
车 记 4 一 [aas… as], 于 是 
了 一 子 一 2 (caB a -一 CD (1.9) 
其 中 ,ws 是 非 基 变量 的 下 标 集 . 记 
x,— C= CpB a; — ce {1.10) 
称 为 检验 数 (eriterion7. 于 是 有 
f=f— DT C1,.11) 


变换 上 后 的 问题 级 述 如 下 : 


min f= fC— De 一 CD (C1. 12) 
Ems 

Sst. 2 十 县 -Nen = Bb, (1, 13) 

之 必 , 《1. 14) 


其 中 ,f 是 基本 可 行 解 * 所 对 应 的 目标 孙 数 值 . 

假设 (1.12) 一 (1.14) 对 应 的 基本 可 行 解 是非 退化 的 , 则 有 下 
面 定 理 . 

定理 1.2.1 若 (1.12) 中 所 有 的 zz, 一 cj 所 0, 则 x 为 问题 (1. 4) 
一 (1. 6) 的 最 优 解 , 记 为 x. 

定理 1.2.2 车 (1.12) 中 有 zi 一 >0;kENs; 且 相应 的 
B- Iar0, 则 问题 (1.4) 一 (1.6) 有 无 界 的 最 优 值 . 

定理 1.2.3 若 (1.12) 中 有 赤 一 ce>0E Ns, 闫 a=B -a 
至 少 有 一 个 正 分 量 , 则 能 找到 基本 可 行 解 x ,使 目标 沙 数 值 下 降 ， 
即 cr <ex. 

上 述 三 外 定理 给 笛 了 单纯 形 法 的 基本 思路 ,首先 找 一 个 基本 
可 行 解 +, 对 它 进行 检验 . 车 与 之 相应 的 所 有 检验 数 z; 一 cj 专 0; 则 
x 为 最 优 解 ;车 有 z, 一 c: 袜 0, 且 相应 的 下 es 委 0, 则 问题 无 界 : 若 
zi 一 Ci>0, 且 Ba 含有 正 分 量 , 则 可 以 求 出 一 个 新 的 起 本 可 行 解 
x ,使 目标 函数 值 减 小 . 然后 ,再 检验 最 优 手 ,再 送 代 . 由 于 基本 可 
行 解 的 个 数 是 有 限 的 , 故 经 过 有 限 次 夫人 找 后 一 定 能 找到 最 优 解 或 
判定 问题 无 界 . 

为 了 求 出 一 个 新 的 基本 可 行 解 + ,可 取 正 检验 数 中 最 大 的 z， 
一 c4 的 下 标 上 所 对 应 的 列 向 量 @ 进入 基 , 使 相应 的 非 基 变量 xz 取 
正 值 变 为 基 变 量 . 令 


b; 
如 渤 


Pe 


za>0}a + 《1. 15» 


二 min 


二 ODO* 


并 且 , 让 原来 的 基 变 量 ra 变 为 非 基 变 基 , 即 令 za =0. 这 样 得 到 新 
的 基本 可 行 解 
x 一 (x i 久 
相应 的 目标 荐 数值 为 
fF =er = (cm 二 区 


1 
se se 4 
?OrTB)? Tp 0+ i 


且 有 


一 
x Bb. = > 0, 

即 , x 过 0. 

EL 2. 2 单纯 形 法 的 计算 步 骏 


对 标准 形式 的 线性 规划 问题 ,单纯 形 法 的 计算 步骤 如 下 ， 
(1) 找 初 始 可 行 基 #8 和 初始 基本 可 行 解 . 
(2) 求 出 za 一 下 23, 计算 目标 函数 值 /一 cexs， 


《3) 按 (1. 10) 计 算 检验 数 , 并 按 
zi— c= max{(zs— olij=1,2,.,n}, (1. 16) 
确定 下 标 上 , 取 xz 为 进 基 变量 . 


(4) 车 一 cs 所 0;, 停 止 . 这 时 基本 可 行 解 
Ts pb 
= 网 四 
是 最 优 解 ,目标 通 数 最 优 信 为 /一 Ca 了; 否则 ,执行 (5). 
C5) 解 8 di =a , 求 得 @ 二 BB"!'a. 若 & 志 ,停止 ， 问题 无 界 ; 香 


则 ;执行 (6). 
<6) 求 最 小 比 


sa 1] =。 


确定 下 标 ,xu 为 离 基 变 基 . 
(7) 以 as 代替 an 得 到 新 基 . 再 返回 (2)， 


1.2.3 单纯 形 表 


本 节 介 绍 如 何在 表 上 实现 单纯 形 法 . 用 单纯 形 法 解 线性 规划 
时 ,主要 是 求 改进 的 基本 可 行 解 .为 此 ,使 原来 的 非 基 变量 2 变 成 
取 正 值 的 基 变 基 . 同时 :使 原来 的 基 变 量 <a 取 值 为 零 , 变 成 非 基 变 
基 , 相应 地 ,使 床 来 的 菇 8 一 [a es… en] 蛮 成 新 基 刁 一 [aa 
qr dwn. 这 种 变 焕 称 为 换 菇 , 为 了 在 表 上 实 更 换 基 运算 ,把 在 基 
呈 下 式 (1.13) 的 系数 增 广 和 矩阵 , 式 C. 12) 中 目标 函数 的 系数 及 基 
本 可 行 解 中 xx 各 分 量 的 息 统 列 成 下 表 , 称 为 单纯 形 表 (simplex 


tableau), 


事 1.1 单 症 形 胡 


TI] a Tr -- Tm Int+l et Ik tt EE 


mmt+1 


Tm wt 


表 中 最 有 端 一 列 对 应 于 基本 可 行 解 中 xs 各 分 量 的 值 . 

为 了 得 到 相应 于 新 基 B 的 式 (1. 13》, 就 要 把 第 上 列 变 成 单位 
向 量 ,其 中 第 + 个 元 素 为 1, 其余 元 家 为 0; 从 而 第 列 不 再 是 单位 
向 量 , 必 须 按 下 列 公式 变换 家中 的 元 素 


Qs Cf = 2," ,A (1.17) 


* J]2* 


一 di tis Gr 
{Ff 2 or or (01.18) 
2 
元 ， 


b= ba GG= 1 rt 1 em). (1.20) 
得 到 对 应 于 新 基 B 的 单纯 形 表 如 表 1. 2， 


bp. 一 (1, 19) 


这 1.2 


选 代 时 ,根据 定理 1.2.3 确定 x 为 进 基 变量 ,rr 为 离 基 变 
量 ,a 为 主 元 . 然后 ,进行 换 基 , 即 接 (1.17 一 (1. 20) 变 换 表 中 的 
元 素 . 这 样 ,单纯 形 法 全 部 计算 都 可 以 在 单纯 形 宸 土 进 行 站， 
单纯 形 宕 也 可 简 记 为 


» 了 es 


例 1.2.4 用 单纯 形 法 求解 下 列 线性 规划 


min Tl 二 x 一 4z3 4 
Ss.t, XI 十 Fr 十 2x3 十 六 = 9， 
XI 十 一 Ts 十 Ts 一 2、 
XI 二 Xx 十 Zz 十 3465 二 4， 


T0012 .6), 

解 ”由 于 [ae qs | 是 一 个 单位 矩阵 , 且 48= 二 (9,2,4) 之 0, 故 选 
取 初 始 基 为 如 一 [at os ae]; 于 是 有 上 8 1b 天 0. 这 样 ,得 到 初始 单 
线形 袁 上 表 1 4 如 下 : 

选 代 1 

家 1.4 


对 应 的 菇 本 可 行 解 为 x 一 《0,0,0;9,2,4)7, 且 标 函 数值 为 /一 0, 因 
检验 数 x, 一 cs 一 4 法 0, 玖 不 是 最 优 解 . 因为 检验 数 中 只 有 <, 一 cs 是 
正 的 ,帮主 列 是 a;, 相 应 的 x, 为 进 基 变 量 . 在 主 列 中 a 和 as 是正 
的 ;并且 有 /a&w 一 9/2>By/ass 一 4; 故 主 元 为 aaz. 相应 地 ,zs 为 离 
基 变 量 . 以 e: 为 主 元 ,通过 消 元 法 运算 得 表 1, 5: 

选 代 2 


* 了 本 * 


它 所 对 应 的 基本 可 行 解 是 x 一 (0,0,4,1,6,0)7, 目 标 函 数值 了 一 
一 16, 比 迭代 1 的 解 有 改进 . 但 是 ,一 c:=3>>0, 故 仍然 不 是 最 优 
解 . 以 e+ 为 主 元 ,通过 消 元 法 运算 得 表 1. 6: 
选 代 3 
表 16 


|S = | 


它 所 对 应 的 基本 可 行 解 是 一 | 于,0, 基 ,0,6,0] ,目标 西数 什 
了 = 一 17, 由 于 这 时 所 有 的 检验 数 z 一 cj 委 0, 故 为 最 优 解 . 


1.2.4 两 阶段 法 


用 单纯 形 法 解 线性 规划 问题 时 ,需要 先 有 一 个 初始 基本 可 行 

解 . 如 果 一 个 线性 规划 问题 像 例 1. 2. 4 那样 ,在 约 东 矩 阵 4 中 合 

有 一 个 单位 窍 阵 , 且 加 产 0. 似乎 取 有 一 六 即 得 一 个 基本 可 行 解 . 实 
"1]5* 


际 上 并 非 如 此 简单 ,因此 还 需要 一 些 导 找 初 始 基 本 下 行 解 的 方法 ， 
下 面 介 绍 两 阶段 法 (two-phase method )， 

第 一 阶段 引入 人 工 变量 , 求 初始 基本 可 行 解 ;第 二 阶段 从 初始 
基本 可 行 解 开始 ,用 单纯 形 法 求解 原 问题 . 详 述 如 下 ，; 

考虑 (1. 3), 设 4 中 不 含 单位 矩阵 . 引入 人 工 变 量 x,= (zx,41， 
Ta+arszurw7y 构造 辅助 问题 ; 


min gE 二 ex 
st, A 十 x 二 名， (1. 21) 
TO:x 2 小 


其 中 ,e=(1,1,*…,1) 是 分 量 全 等 于 1 的 m 维 行 向 量 . 
由 于 在 (1. 21) 中 人 工 变量 对 应 的 x 询 构成 单位 矩阵 , 且 5 守 


0. 所 以 ,辅助 问题 有 初始 基本 可 行 解 | ”| 一 [| ,相应 的 日 标 本 数 
值 8 一 6 于是 可 由 此 基本 可 行 解 开始 进行 单纯 形 法 迁 代 , 注意 


到 >>0, 故 畏 助 问题 必 有 最 优 解 , 设 其 最 优 解 为 | ”| ,并 且 只 可 能 
出 现 如 下 3 种 情形 : 

(1) min g 之 0, 这 说 明 不 存在 * 使 | | 满足 21). 即 , 原 问 题 
无 可 行 解 

(2) min g 一 0; 妈 x= 人 且 x 的 分 量 都 是 非 基 变量 . 这 时 基 变 
量 全 是 原 问题 的 变 重 ,又 知 | ”| 是 (1. 21) 的 基本 可 行 解 ,所 以 ,x 一 


x 是 原 间 题 的 一 个 基本 可 行 解 . 放 可 以 由 此 开始 求解 原 问 题 . 
(3) min g 一 0, 且 x, 的 某 些 分 量 为 基 变 量 . 这 时 ,可 用 消 元 法 
将 售 在 基 变 量 中 的 人 工 变量 换 出 来 , 设 辅助 问题 的 最 优 单 纯 形 表 
如 下 : 
和 ]6* 


其 中 ,st 检验 数 , 基 变量 是 zs，…， 
xs ;1X5 .假设 其 中 xs 是 一 个 人 工 变 量 , 

若 第 > 行 的 前 = 个 元 素 不 全 为 零 , 设 er 天 00 委 s 委 2 , 则 以 
a 为 主 元 进行 消 元 法 运算 . 由 于 xs 是 人 工 变量 , 故 卢 一 0. 因此 ,经 
过 一 次 消 元 法 运算 以 后 ,目标 苹 数 最 优 值 不 变化 . 但 是 ,将 z, 变 成 
了 基 变 量 而 换 出 了 人 工 变量 xs., 若 在 基 变 量 中 还 有 人 工 变量 ,都 
接 此 方法 换 出 来 ,最 终 可 以 求 得 原 问 题 的 一 个 基本 可 行 解 , 便 可 由 
此 开始 对 原 问 题 进 行 单 纯 形 选 代 ， 

如 果 第 > 行 的 前 :个 元 素 全 为 零 ,于 是 矩阵 


Hl 1 dln 


站 二 
A Gm 
的 秩 rank C4) 二 m, 从 而 矩阵 4 的 秩 也 小 于 mx. 这 说 明 第 x 个 约束 
是 多 余 的 ,把 它 删 去 . 
例 1.2.5 用 两 阶段 法 求解 下 列 线性 规划 


min 了 一 一 27 — x 


1]17 。 


S.T XI 十 了 一 一 3， 
一 2 十 Zz: — A 一 2， 
Te 十 x; 二 3， 
XlrTor Tar Ts 2 0. 
解 由 于 没有 明显 的 基本 可 行 解 , 故 引入 人 工 变 量 xsyz* 写 
出 辅助 问题 


mn Eg = ett Xs 
St. TI 十 Ts — 3 十 zs 二 3， 
一 十 x 一 蕊 十 zy 一 2， 
Ts 十 zs 一 3， 


TB20 0 一 1.27)7.. 
用 单纯 形 法 解 此 辅助 问题 ,迭代 过 程 单纯 形 表 1,8 如 下 : 
表 1.8 


co 一 | mw |: 
so Sa wo | 


wo SI wm 


最 后 的 表 1. 10 对 应 的 基 变 量 是 +1, Ts,xs. 基本 可 行 解 是 


到, 呈 ,0,0, 二 ,oo ,辅助 问题 的 目标 函数 最 优 值 一 0, 故 第 一 


阶段 结束 出 去 ,x 对 应 的 两 列 ,按照 原 问题 目标 函数 的 系数 修 
改 检验 行 ,并 从 基本 可 行 解 一 | 于, 号 ,0,0, 二 ,0,0 开始 第 二 


阶段 选 代 . 第 二 阶段 是 极 小 化 原 问 题 的 目标 函数 /一 一 2z 一 
选 代 过 程 如 表 1. 11: 


表 1.11 


~ | “| 一 ba 


+ 1]9* 


在 表 1.12 中 ,所 有 的 检验 数 = 一 c 守 0, 故 已 得 到 原 问 题 的 最 
优 解 为 
rx 二 (13,1,0,0), 
目标 函数 最 优 值 为 ”f= 一 5, 


1.2.5 大 村 法 


在 没有 明显 的 基本 可 行 解 时 ,还 可 以 采用 大 时 法 (big-M 
method 求解 线 性 规划 问题 . 
考虑 (1. 3), 像 两 阶段 法 一 样 ,在 约束 中 引入 人 工 变量 ,并 
且 在 目标 函数 中 加 上 瓯 罚 项 jex, ;得 如 下 问题 ， 
min ex Mex,; 
s.+, x 十 x 二 加， {1, 22) 
x 
其 中 ,好 是 足够 天 的 正 数 . 由 于 惩罚 项 jMexs 的 存在 ,在 极 小 化 目 
标 消 数 值 的 迭代 过 程 中 ,将 迫使 人 工 变 量 x 一 0. 这 就 是 说 ,x 是 


《1 3) 的 最 优 解 与 [ja 22) 的 最 优 解 是 等 价 的 . 由 于 (1. 22) 有 


初始 基本 可 行 解 | "| ,因此 可 用 单纯 形 法 求解 
例 1.2.6 用 大 邓 法 求解 下 列 线性 规划 


min 子 一 一 27 Xs; 


* 00 * 


St， YL 十 T。 之 3， 
一 XxX! 十 Xx， 裕 2， 
Xx， < 3， 
X01 Ts 这 0. 
解 引入 松弛 变量 x,,x, 和 xs, 再 引入 人 工 变量 rs,zr* 于 是 


问题 变换 为 
min 一 2zr 一 2 十 affzre 十 二 4 
s.t, XI 十 Ya 一 Ys 十 x 一 3， 
一 十 广 : 一 了 4 十 zy 二 2， 
Ts 十 zs 一 3， 


Zi 0 1= Clyro 7). 
用 单纯 形 法 解 此 问题 ,近代 过 程 如 表 1. 13; 


注意 到 是 足够 大 的 正 数 , 故 取 x; 为 进 基 变量 ,人 工 变量 x; 离 
基 ,继续 远 代 . 
表 1 14 


xl Tz 1 Ee] s Te I 


用 
加 
| 


w= Sl sl- [ul 


be | 


7 和 


由 于 好 是 足够 大 的 正 数 , 故 所 有 的 检验 数 “一 cj 和 0. 这 样 就 得 到 
了 原 问 题 的 最 优 解 x* 二 《1,3,1,0,0)" ,目标 函数 最 优 值 f= 一 5, 与 
用 两 阶段 法 解 此 向 题 的 结果 相同 . 


1.2.6 退化 与 防止 循环 


如 果 在 基本 可 行 解 中 ,有 一 个 或 几 个 基 变 量 为 零 , 则 称 为 退化 
的 基本 可 行 解 . 
在 基本 可 行 解 退 化 时 ,有 可 能 发 生 《 虽 然 可 能 性 极 小 ) 用 单纯 
形 法 要 进行 无 限 多 次 迭代 ,也 不 能 得 到 最 优 解 的 情形 . 
例 1.2.7 用 单纯 形 法 解 下 列 间 题 
向 22 + 


3 1 


min 一 十 2075 一 六 sr 十 和 rr 
SS 十 于 - Bis — Xe t+ 9r; = 0, 
1 1 
za 十 了 一 1203 一 了 FX 十 3rr 一 0， 
Ts 二 x 二 1]， 


Xi 让 0 了 一 [ 
解 ” 用 单纯 形 法 解 这 个 问题 , 适 代 过 程 如 下 ， 


* +* 


表 1.20 


* 


经 过 6 次 迷 代 以 后 ,得 到 的 表 1. 23 与 初始 单纯 形 表 1. 17 相 
同 . 因此 ,如 果 按 照 原来 的 规则 再 类 代 下 去 , 必 和 将 得 到 上 面 这 些 表 
的 重复 ,从 而 永远 得 不 到 最 优 解 (实际 .上 ,该 问题 的 最 优 解 是 存在 
的 ). 这 时 ,就 出 现 循环 (cycling), 

现 介绍 一 种 避免 循环 的 方法 , 称 为 字典 序 规则 (lexicographic 
rule), 

定义 1.2.8 阁 向 量 x 关 0, 且 它 的 第 一 个 非 零 分 量 是 正 的 ; 则 
称 x 是 按 字 典 序 正 的 (lexicograpbically positive》. 记 成 x>0; 若 x* 
一 0 或 是 按 宇 典 序 下 的 , 则 称 x 是 按 字典 序 非 负 的 . 记 成 x>0. 


» D5 * 


定义 下 29 若 对 向 量 x 和 yy; 有 x 一 y>0, 则 称 x 按 字 和 典 序 
大 于 yy. 记 成 x>y; 若 有 x+ 一 y 产 0, 则 称 x 产 y. 

定义 1.2.10 车 在 一 组 x 中 ,有 x 对 所 有 的 i 均 有 x" 疡 
x , 则 称 x 为 这 组 向 量 中 按 字典 序 最 小 的 . 记 成 r= 
lex min x". 

例 12.44 x=(0,0,3, 一 1,2),y 一 《0,2,4,0;3) 都 是 按 字典 
序 正 的 , 并且,y 按 字 典 序 大 于 上 

字典 序 规则 的 特点 如 下 : 

考虑 (1, 3) ,给 定 初 始 基 本 可 行 解 ,建立 单纯 形 表 


要 1.24 


令 PP 表示 (B88!) 的 第 i 个 行 向 基 ， 
字典 序 规则 是 在 确定 了 进 基 变量 zx; 以 后 , 令 

a > ol. 

确定 了 > 以 后 , 选 za 为 离 基 变 量 . 然后 ,以 a 为 主 元 进行 消 元 法 
定理 1.2. 12 按照 字典 序 规则 进行 达 代 ,单纯 形 法 不 会 出 现 


循环 ， 
例 1.2.13 按 字 典 序 规则 选 代 ,求解 例 1. 2, 7， 
解 ”建立 初始 单纯 形 表 1. 25: 


"264* 


这 里 ,P 一 (0, 1;0,0) ,天 一 (0,0,1,.07 ,有 一 (1.0:0,17.24 为 进 基 


变 攻 ,一 十 >0,2u 一 羡 >0. 于 是 
到 一 (0,4,0,0), a 一 (C0,0,.2,0), 


ai Ada 
pe ,|[P;|— 
克 关 一 lex min (= au>0]. 所 以 ,rm 一 xx 为 离 其 变量 (注意 ,在 
例 1, 2.7 的 第 一 次 迭代 时 是 xz, 离 基 ). 以 ea 为 主 元 进行 消 元 法 得 
表 1. 26， 
表 1 站 


1 Ts EE A Ts TE 7 6b 


现在 ,zs 进 基 ,rs: 离 基 ,以 es 为 主 元 进行 消 元 法 得 表 1. 27 


» PF 


由 于 所 有 的 检验 数 = 一 c, 委 0, 故 表 1.27 已 经 给 出 最 优 解 , 计 


算 停 止 . 最 优 解 为 :=| ,0,0,1;0,1,0 “ ,目标 函数 最 优 值 六 一 
5 


4 


1.3 修正 单纯 形 法 
1.3.1 修正 单 绅 形 法 原理 


一 般 ,实际 中 的 线性 规划 问题 规模 较 大 , 即 变 量 的 个 数 和 约束 
的 个 数 较 多 . 因此 ,使 用 计算 机 求解 时 必须 节省 存储 单元 和 减少 计 
算 时 间 . 修正 单纯 形 法 (revised simplex method ) 就 是 解 岂 这 些 问 
题 的 一 种 实用 .有 效 的 方法 , 

修正 单纯 形 法 只 要 存储 下 列 所 谓 修 正 单纯 形 表 中 的 数据 和 原 
始 数据 ， 

表 1.28 收 正 单纯 形 表 


每 次 适 代 时 ,仍然 是 根据 (1. 10) (1. 16)x 一 or 一 max {wa 一 6 


» 和 


1Ns 为 非 基 变量 的 干 标 集 } 确 定 x; 为 进 基 变 量 , 而 用 量 小 比 确 定 
离 基 变 量 ra . 按 下 法 修改 提 基 道 B87 为 新 基 道 BB '， 
在 对 应 于 基 8 的 修正 单纯 形 表 的 右 端 添加 新 的 -一 列 


以 a 为 主 元 进行 消 元 法 运算 ,就 得 到 对 应 于 基 B 的 修正 单纯 形 
表 . 


1.3.2 收 正 单 绅 形 法 的 计算 步 又 


《1) 找 初始 可 行 基 有 ,计算 B871, 再 计算 w 一 csB !1,b 一 Bb,f 
二 ca8 ,构造 初始 修正 单纯 形 表 


《2) 求 sc max {wesc INs 为 非 基 变量 的 下 标 集 }. 若 xs 


一 ww 二 0, 停 止 .已 求 得 最 优 解 * 一 [有 ]-[ 目标 函数 最 优 值 


否则 ,执行 (3). 
3) 计算 qt = a 车 ar<s0, 人 停止， 问题 无 解 ; 否则 ,执行 
C4), 


Ca) 在 表 的 右 仙 添 加 新 的 一 列 | -|, 求 二 ~ 


» 00. 


za>0]. 


mip| 之 名 
(5) 以 a4 为 主 元 ,进行 消 元 法 送 算 ,然后 返回 (2) 
例 1.3.1 用 修正 单纯 形 法 解 下 列 问题 
min = 一 Zr 十 Xt 
St 人 一 2xr 十 Xz 闻 一 4， 
XI 十 Xs 十 守 9， 
2rl 一 ZX, 一 5， 
Xi 0 rs 2 0, XT 让 0. 
解 ” 先 将 第 1 个 约束 不 等 式 两 端 间 莱 以 (一 1) ,再 引入 松弛 变 


量 x ,xs 和 xs, 将 问题 化 成 标准 形式 
min 一 2r， 二 x : 
Sst. 一 +2r — Xi 二 I 一 4， 
TI 十 zz 十 节 十 工 一 9， 
27X1 一 Xs — Xs 二 x: 三 3， 
TO0 C= 1,2,%36), 
约束 方程 的 系数 第 阵 为 


六 一 [ab a Wm gs | 
一 1 2 一 1100 
一 | 1 1 1 0 1 0|. 
2 一 1 一 100 1 
约束 方 种 的 右 端 向 量 为 
b= C4,9,0)T. 
它 有 一 个 初始 基 8 二 [a， a 64] 一 1. 按 定 义 计算 w=¢tsB ' = 
(0,0,0) ,名 二 -二 (4,9,5) 7, 二 ts 一 0, 从 而 可 得 初始 修正 单纯 
形 表 1. 29 


= 330， 


迭代 


(gi 一 CirF2 一 zyS3 — €3) 
= wa a qq3] — {orcssca) 
一 1 2 一 1 
一 | 1 1 | 《0， 一 2,17 
2 一 1 一 1 
= {0,2, 一 1) 


因 zs 一 cz 一 Inax { 一 人 , 故 zs 为 进 基 变量 . 计算 主 列 


2 
人 一 Bia, 一 1 


1 


由 于 含有 正 分 量 , 将 | ”| 放 在 表 1 29 的 右面 ,构造 下 表 


各 2 


按 最 小 比 原则 确定 x 为 离 基 变量 ,以 a 一 2 为 主 元 进行 消 元 法 运 
。31 。 


算得 到 下 家 1. 31 


选 代 2 

计算 检验 数 得 
(zx1 一 Cly23 — Cert 一 Cd) 
=wia oa 全] — (crcarc) 
一 (1, 0， 一 1)， 


因 ,一 ci 一 max{2 一 小 页 < 为 进 基 变量 , 计算 主 列 


1 —1 _l1 
2 0°00 2 
a = Big, = 一 坪 1 0|| 1 = |. 
1 3 
> 01|| ， 3 


将 [” ”| 让 在 表 1. 31 的 右面 ,得 表 1. 32 


。32 。 


确定 zx; 为 离 基 变量 ,以 az 一 3/2 为 主 元 进行 消 元 法 运算 得 到 表 
1. 33, 


表 1.33 


可 


计算 检验 数 得 
(zs 一 C324 — CasLs 一 C5) = | 一 1, 一 夺 ， 加 二 |， 


由 于 所 有 的 检验 数 = 一 cj 丢 0, 故 已经 达到 最 优 解 . 最 优 解 为 


T= (CrorasTs) 一 苦 , 巷 ,0} 
目标 函数 最 优 值 “太一 一 学. 


» 3 


1.4 有 界 变量 单纯 形 法 


1.4.1 基本 概念 
在 许多 实际 问题 中 ,线性 规划 的 变量 是 有 上 .下 界限 制 , 一 般 
形式 为 
min Cx; 
§. +, Ax 一 下 ， C1. 23) 
LxV， 


定 尖 1.4.1 将 上 式 中 的 4 分解 为 (B N,N;), 其 中 ,B 是 x 
阶 满 秩 方 阵 . 相应 地 


kp Ls Us 
于 二 = 站 r 一 Ly 四 并 一 区 ， 
TN, Ly, Uy, 


若 4 是 45 一 百 的 解 , 且 令 xn 三 上 v1 Xn, 一 Un: 于 是 xs=B'b 
一 BB NiLy 一 NzUn,. 若 xs 满足 Ls 所 xsUs,; 则 称 


x BB — BNLs, — BINU, 
X= |*w | 一 Lx, 
Kn, Uy, 


为 (1.23) 的 一 个 基本 可 行 解 , 称 如 为 基 , 称 xs 为 基 变量 ,xx 为 下 
非 基 变量 (lower nonbasic variables) ,指标 集 为 Zi5xw 为 上 非 基 变 
量 Cupper nonbasic variables) ,指标 集 为 局， 

定义 1.4.2 在 1.23 中 ,车 Ls<xs<<Us; 则 称 x 为 非 退 化 的 
基本 可 行 解 ;否则 , 称 x 为 退化 的 基本 可 行 解 . 

.定理 1.4.3 若 (1.23) 有 有 限 的 最 优 值 , 则 一 定 在 基本 可 行 
解 处 达到 ， 

34 * 


1.4.2 有 有 界 变 量 单纯 形 法 原理 


本 节 介 绍 一 种 不 需 扩 大 系数 矩阵 而 求解 1. 23) 的 单纯 形 法 . 
有 界 变量 单纯 形 法 的 基本 思想 仍然 是 给 定 初 始 基 本 可 行 解 
后 ,从 一 个 基本 可 行 解 出 发 , 求 改进 的 基本 可 行 解 ,直至 求 出 最 优 
解 或 判定 问题 无 界 . 
对 于 (1. 23) ,将 4 分 解 为 (有 mw) ,其 中 , 吾 为 基 矩 阵 , Ai ,AN， 
为 非 基 逢 阵 , Ni 对 应 下 非 基 变量 ,N; 对 应 上 非 基 变 量 , 于 是 有 
xa =B bp—B Naxs — B Nxw, 
= Bb — Oar 一 Dr, (1. 24) 
EL jE 
fs 一 Cata + Cw kn, + Ch Ln, 
=CsB ib — (CaB iN, 一 Co — (CasB I'N, — Ch ) xn, 


=CsB 'b— 2 一 chm 一 多 一 czr (1. 25) 
这 里 ,zj 一 仍然 称 为 检验 数 由 此 得 单纯 形 表 如 下 : 
表 1. 34 有 界 变量 单纯 形 表 


下 Na 


表 中 ， b= B18— B Wi 一 一 Noxn,, 


在 表 1. 34 对 应 的 基本 可 行 解 中 ， 下 非 基 变量 的 取 值 都 达到 了 
下 界 ,不 能 再 减少 ;上 非 基 变量 的 取 值 都 达到 了 上 界 ,不 能 再 增加 , 
因此 ,由 (1. 25) 可 即 , 若 有 CsB Ni 一 Cu 0 和 CpB IN,—Cw, 字 
4, 则 目标 函数 值 不 能 再 减少 . 于 是 可 得 (1.23) 的 最 优 解 判别 准则 
如 下 : 
定理 1.4.4 设 z 是 (1.23) 的 一 个 基本 可 行 解 ,对 应 的 单纯 
。35 。 


形 表 为 起 1. 34- 若 有 Cr IN, 一 Cx 守 0 和 CaB TAN 一 Cu0. 则 > 
旺 1.23 的 最 化解， 


如 果 上 述 最 优 解 判别 蕉 则 不 满足 ,需要 求 改进 的 基本 可 行 解 . 
这 时 ,确定 进 基 变量 和 离 基 变 僵 的 基本 原则 如 下 ; 


(1) 设 存 在 jE Lz 一 0;>0. 于 是 可 给 zx 增加 值 8, 使 目标 卫 
数 慎 减少 . 令 zj 二 ;十 6, 其 余 非 莽 变 二 取 值 不 变化 , 则 有 
xs=b— ba, f= fo— (x;— ec)). 
(2) 设 存在 jEDU,z 一 ec 之 0. 这 时 可 使 zi 减少 一 个 量 . 令 之 ， 
一 uj 一 间 . 则 有 


Xp = b+ da,, f= fot os, — ey) 
综合 (1),(2), 令 


一 max {max lz; 一 6) max — (2;— Cc))}, 《1. 26) 
如 果 >0, 设 该 最 大 值 在 指标 上 达到 , 则 x 可 能 为 进 基 变量 . 

确定 高 基 变 量 仍 按 最 小 比 原则 . 由 于 6 一 :Lexs 一 了 一 

bases, 故 


车 Ei, 则 


， 已 一 如 
人 =min | 一 -一 


_- r 一 如 
a > o|- -, {1. 27) 
[ro rk 
. Up 一 Bb, 一 Up Ur 
HD -min| -一 < 中 ~ 二 一. 《287 
《一 a 【一 am) 
车 EV , 则 


» 已 一 如 一 bis 
A -min| ) da 1} 二 


， 《1.29 
《一 crs) ) 
+ Us, —b 
pe =min| 一 


设计 


= 《1.30) 
i 

取 一 inin fi 一 上 总 ,人 ,6 ; 当 5 十 oo 时 ,车 8 二 而 或 全, 则 xs 为 离 
基 变 量 ,否则 ,xx 仍 为 非 基 变量 ,只 是 到 值 有 变化 . 


一 Ue 一 器 
>0|= = 


* 6 


1.4.3 有 界 变量 单纯 形 法 的 计算 步骤 


(1) 给 定 初始 基本 可 行 解 ,构造 单纯 形 表 1. 314, 得 指标 集 工 
和 也. 

(2) 按照 (1.26) 求 车 3 所 0, 停 止 计算 ,现行 基本 可 行 解 为 
最 优 解 ;否则 , 设 该 最 大 值 在 指标 上 达到 . 若 EL, 转 (3); 若 六 € 
器 , 转 (4).， 

(3) 按照 (1. 27) 和 0. 28) 计算 何 和 这, 并 求 6=min {ws 一 li， 
681,82). 若 5 二 十 oo 停止 计算 ,目标 活 数 值 无 界 ;否则 ,车 8 
一 .zx 进 基 ,za 离 基 . 以 ,为 主 元 ,对 左 端 进行 消 元 法 运算 . 并 
且 , 按 下 面 公式 修改 右 端 ; 


zh = 和 十 全 (1. 31) 
xs 一 上 — Sa. 《1. 32) 
f=fy— br 一 co 《1, 33) 
转 (5) ;车 5 二 ti 一 要; 令 工 二 坝 ; 修 改 有 端 ,单纯 形 表 上 其 余数 据 不 


变化 , 转 45). 

(4) 按照 1,29) 和 (1.30) 计 算 上 六 和 高 ,并 求 8=min {ww 一 椒 ， 
806). 若 3= 十 co ,停止 计算 ,目标 函数 值 无 界 ; 理 则 ,车 3 关 吉 
一 上 sx 进 基 ,zs 高 基 , 以 in 为 主 元 ,对 左 端 进行 消 元 法 运算 . 按 下 
面 公 式 修 改 右 端 ， 


Th = — $8. (1.34) 
xp 一 六 十 dn,, (1. 35) 
F=f bs 一 ca)， (1. 36) 
转 (6); 若 86= 友 一 4; 令 关 一 二 ,修改 右 端 , 单 纯 形 表 上 其 余数 据 不 


变化 , 转 (6)， 
(5) 修改 指标 集 , 人) -= 工 ,E 吕 二)->t7 返回 (2). 
《6) 修改 指标 集 , 工 UU {一 LUNRI>U ,返回 (2). 

和 37 中 


例 14.5 求解 下 列 有 界 变量 问题 


min 一 2zr 一 4 -Ls : 
StT. 2z 十 Ts 十 了 汗 汪 4 = #0, 
Tt 十 Xs 一 工 3 十 XX; 二 4， 
0 x 4， 
0 XT， 


1 志和 和， 
TD 
解 ” 初 始 林 变量 为 z, 和 xz; ,下 非 基 变量 为 x ,zs 和 zs, 初始 
基本 可 行 解 为 


9 
BE 6 
站 一 = |0|， 
Kn, 0 
] 


相应 的 目标 函数 值 六 = 一 1, 下 标 集 工 一 (1,2,3}. 构造 初始 单纯 形 
表 ( 注 意 , 用 在 变量 上 方 标记 "2" 或 “w” 表 示 其 为 下 非 基 变量 或 上 非 
基 变 量 ). 


束 1.35 选 代 1 


由 于 max {zi—ci} 二 4 二 zs 一 cay 琉 上 二 2, 即 可 以 让 | 的 值 增 


加 . 
二 38 二 


按照 (1. 27) 计 算 Di : 
相应 地 ,zs 一 xs* 即 r 二 2. 又 知 1 一 十 co 一 天 一 6. 故 有 
= min (as — toad} 一 imin(16,5， 十 co) 一 5. 
因为 5s 一 此 ;所 以 ,zs 进 基 ,zs 离 基 . 按 (1.31) 一 (1. 33) 修 改 右 
端 ,计算 结果 为 


[1s 


子 一 一 1 一 5X4 一 一 21. 
以 aws 为 主 元 ,对 左 端 进行 消 元 法 运算 得 表 1. 36. 
表 1.36 选 代 2 


所 有 的 非 基 变量 均 为 下 非 基 变量 .这 时 ,L={1,3,5} ,0 二 闻 . 
由 于 max{z 一 小 一 5 一 23 一 cy 因此 惟一 3, 故 可 让 zz 的 值 增 


加 . 
按照 (1,277 和 (1. 28? 计 算 人 和 人: 
86, 一 和 了 一 2, 对 应 于 za 一 za 一 xr 一 1 
6 一 5 
如 一 1 一 1; 对 应 于 ra Tp, 让 zt 一 2, 


又 知 一石 二 3; 帮 有 
a 39 本 


人 一 tmin13， 2,1} =1=6.,. 所 以 ,zs 进 基 ,xs 离 基 . 控 (1.31) ~ 
(1.33) 修 改 右 端 ,计算 结果 为 
Ty 一 i 二 1=2， 


[se 


f=—21—1x5=— 26, 
以 ass== 一 1 为 主 元 ,对 左 端 进行 消 元 法 运算 得 表 1. 37- 
表 1.37 选 化 3 


注意 ,zs 为 上 非 基 变量 . 即 工 一 11,5} ,U={2}. 

由 于 max {max (zs—0) ,max— (ec) 一 3 一 z 一 ly 故 天 一 
1 ,因而 可 以 让 次 1 的 值 增 加 . 

按照 (1, 27) 和 (1.28) 计 算 语 和 5,: 


中 一 全 二 0 一 二, 对 应 于 xz 一 Xs 一 24 一 二 
3 总 r 1 
3 一 本 一 2; 对 应 于 TB 一 Xp 二 aT 一 2. 
六 本 一 下 一 上 和, 故 有 


3 一 min 4 各, 引 一 生 一 3 所以, 进 基 ,zx, 离 基 , 按 (1.31) ~ 
(1. 33)? 修 改 右 端 ,计算 结果 为 
2_ 2 
证 1 一 避 十 3 = 了 » 


» dO 


2 


7 一 一 2 一 条 X3 一 一 28. 
以 an ==3 为 主 元 ,对 左 端 进行 消 元 法 运算 得 表 1. 38. 
表 1.38 选 代 4 
在 i i 
TL 22 证 4 | Ts 


1 
3 

工 
3 


f 一 1 


因为 对 于 上 非 基 变量 有 x; 一 cj 实 0, 而 对 于 下 非 基 变量 有 >; 一 cj 私 
0, 故 已 得 到 最 优 解 x 二 (ziyrsyzriyzrivzs) 一 | 过 6, 二 .0.0| ， 目 


标 函 数 最 优 值 /一 一 28. 


1.5 最 优 性 条 件 和 对 偶 问 题 
1.5, 1 至 hn-Tucker 条 件 


本 节 给 出 线性 规划 问题 的 Kuhn-Tucker 条 件 , 简 称 K-T 条 
件 . 这 些 条 件 对 于 构造 线 竹 规划 对 偶 问 题 及 其 解法 是 十 分 有 用 的 . 
1 不 等 式 约束 问题 的 玉 -T 条 件 


设 有 线性 规划 问题 
mm ex: 
s.t, Ar 基石， 《1. 37》 
0. 


» 41 。 


则 * -是 该 问题 的 最 优 解 的 充 要 条 件 是 ,存在 ” 维 向 量 " 和 着 维 向 


量 w: 使 下 列 K-T 条 件 成 立 : 

| Ax* bb， x {1. 38) 
了 一 4 一 一 人 wy (C1. 39) 
wiAx” — 8) = Ox = 0, C1, 40) 

2 等 式 约 束 问 题 的 K-T 条 件 

设 有 线性 规划 问题 

mn exs 

st Ax= 4b, 《1, 41 
之 和 


则 x" 是 该 间 题 的 最 优 解 的 充 要 条 人 忻 是 ,存在 维 向 量 y 和 mm 维 向 
时 w+ 满足 K-T 条 忻 : 


Ax' 二 忆 ，x 宇和 (C1, 42) 
ft 一 如 一 一 站 y 0, (1, 43» 
vx = 0. (1.44 


这 就 是 标准 形式 线性 规划 问题 的 KK-T 条 件 ， 
注意 , 它 与 不 等 式 约束 问题 K-T 条 件 的 主要 区 别 是 ,这 里 对 


w 没有 非 负 限制 的 要 求 . 
标准 形式 线性 规划 问题 的 区 -了 条 件 出 可 写成 如 下 的 形式 ， 
AxX 二 8, 守 0. 1. 4445) 
we 《1. 46) 
(4 一 cx 一 00. (1, 47 
1.5.2 对 偶 问 题 的 表示 
1 对 称 的 对 偶 规 划 
给 定 线性 规划 问题 
min ecx: 
s,t. Ax 2 上 C1, 48} 
二 宇 人 办 


» d+ 


将 0. 48) 的 K-T 条件 中 的 (1. 39) 改 写 为 
WA 
作为 约束 条 件 , 把 w 作为 变量 , 档 造 线性 规划 问题 
max wh; 
s.t，。 由 和 所 (1. 49) 
入 这 0. 
称 (1,48) 为 原 问 题 (primal problem), 记 成 (P). 称 (1.49) 为 
{1.48) 的 对 恒 癌 题 (dual problem), 记 成 (D). (1.48) 和 和 (1. 49) 称 


为 对 称 的 对 侦 规 划 . 
2 非 对 称 的 对 侦 规 划 
原 问题 为 
min exr; 
s.t. rr 一 起， 《1. 50) 
-之 小 
其 对 偶 问 题 为 
. max wep: 
St, WASr, 《1.512 
w 无 限制 ， 
3 混合 型 对 侦 规划 
原 问 题 为 
min eer: 
st， A 主轴)， 
六 = bs C1. 52) 
A bb,， 
X 站 
对 情 问 题 为 


* 二 3 


max wibl wb, + wbs # 
St， 入 1 间 ， 十 4 十 WW 六 C0， 
Wl 之 0， (1. 53) 
Ww 0 
Ws 无 限制 . 
综 上 所 述 , 原 问题 与 对 偶 问 题 之 间 的 关系 如 表 1. 39; 


对 侦 问 题 (D)max 


给 定 线性 规划 ,按照 表 1. 39 的 对 应 关系 便 可 以 写 出 相应 的 对 偶 规 
划 . 
例 1.5.1 写 出 下 列 线性 规划 的 对 偶 规 划 
(P) min 6zr 十 8zs 5 
st 35 十 me 六 4， 
5zl 十 2zz 闵 7， 
TI 0 XTX 站 0 
解 ” 对 偶 问 题 为 
DY max dn 十 7re + 
st， Sw + rw SE 6， 
Tw 二 20 二 8， 
1 2 OO, Ws 2 OO, 
例 1.5.2 写 出 下 列 线性 规划 的 对 偶 问 题 
44 。 


mn 一 4zrl 一 5zr 一 73 十 


S.t。 XI 十 Xe 十 27 一 YY 之 1]， 
2x1 一 6zs 十 3x; 十 xX 挝 一 3， 
XI 十 47。 十 3x3 十 27， 一 一 5， 
Xl Xo, Tl 0, 
解 对偶 问题 为 
max TW C30, — Dr + 
St wl 十 2r0 十 tw 一 4， 


Wo 一 Grey 十 4as 二 一 5 
2 十 3zo 十 3 一 
一 mW 十 w 二 2ws 所 1， 


wh 宇 0， 
tos 0， 
ws 无 限制 , 
定理 1. 5.3 对 侦 问 题 的 对 偶 问 题 就 是 原 问 题 . 


1. 5. 3 对 候 原 理 


本 节 儿 述 一 对 对 侦 线 性 规划 问题 之 间 的 关系 , 由 于 各 种 形式 
的 对 侦 规 划 都 可 以 转化 为 对 称 的 对 侦 规 划 , 所 以 仅 研 究 (1. 48) 和 和 
(1. 49), 

定理 1.5.4 设 x 和 w 分 别 为 (1. 48) 和 (1.49) 的 可 行 解 ,; 则 
有 cx 之 wb. 

定理 1.5.5 (1,. 48) 和 (1.49) 同 时 有 最 优 解 的 充 要 条 件 是 它 
们 同时 有 可 行 解 , 并 且 , 若 其 中 一 个 问题 无 界 , 则 另 一 个 问题 无 解 . 

定理 1.5.6 设 x 和 wm'* 分 别 为 (1.48) 和 (1. 49 的 可 行 解 , 则 
它们 分 别 为 (1. 487 和 (1. 49? 的 最 优 解 的 充 要 条 件 是 cx 一 w'. 

定理 1.5.7 设 (1.48? 有 最 优 解 x”, 则 (1.49) 有 最 优 解 w”， 

本 45 和 


Hexr'=w'b. 
定理 1.5.8 设 x’ 和 w' 分 别 为 (1. 48) 和 (1.49) 的 最 优 解 , 则 
有 
w' (Ax’ —b) 一 0， (1. 54) 
(ee— ww A = 0. 1.55) 


wi ta 有一) 一 并 一 了 
《ci 一 Wa)r? 一 0 一 工 Nn, 
定理 1.5.8 表明 ,车 两 对 侦 规 划 的 最 优 解 满足 ;1.54) 
《1.55), 则 称 , 两 对 侦 规 划 的 最 优 解 满足 互补 松弛 条 性 Ccomple- 
mentary slackness condition). 
定理 1.5.9 车 (1.48) 有 非 退化 的 最 优 基本 可 行 解 , 则 
《1.49) 有 唯一 的 最 优 解 . 
综 上 所 述 , 对 于 两 对 偶 规划 ,得 知 其 中 一 个 问题 的 最 优 解 时 ， 
可 如 利用 互补 松弛 条 件 求 出 另 一 个 问题 的 最 优 辞 , 例如 , 当 (1. 48) 
只 有 两 个 约束 时 , 它 的 对 偶 问 题 (1.49) 只 有 两 个 变量 ,可 用 图 解法 
求 得 其 最 优 解 w* 和 目标 函数 最 优 值 w'b. 然后 ,再 利用 互补 松弛 
共和 件 很 容易 求 得 原 问题 的 最 优 解 x" ,并 且 (P) 的 最 优 值 也 等 于 w* 
46. 如 果 (DD) 无 界 , 侧 人 P) 无 解 . 
例 1.5.10 求解 下 列 线 性 规划 
《P) min 2x) 3r: 二 57; 十 27 十 3r5 } 
st 2 十 xz 十 2xz 十 2 十 37 之 4， 
22 一 2ra 十 37 十 十 5 之 3， 
zj 0 一 1,2，…，5， 
解 这 问题 的 对 偶 问 题 是 


二 村 


{D) max 4zpl 十 3zrpy ; 
号 ,证 TL + 2T0; 过 2， 


ww 一 2zoz A 3， 
2zo 十 3zes 扫 5， 
Ww 十 Ww 安 2 
3zo 十 mw 扫 3， 
wi 0, tw 0, 


利用 图 解法 求解 (D). 


得 最 优 解 为 w* 一 | 装 , 卫 | ,目标 西数 最 优 值 为 5. 

由 于 对 w' 来 说 , (D) 的 第 2,3,4 个 行 约束 是 非 临 界 的 , 故 若 

令 (P} 的 最 优 解 为 x 一 CT OT 1 )T, 则 根据 互补 松弛 条 
+ 47 » 


件 便 有 x? 二 zx? 一 zi 一 0. 叉 由 于 ww? yw 六 0, 所 以 (P) 的 行 约束 成 
立 等 式 
Xi 十 3 一 4 
| 2zrr x 一 3. 
解 此 方程 组 得 xY ==x* =1. 于 是 ,得 到 (CP) 的 最 优 解 为 x 二 (1,0， 
0,0,1)" ,目标 函数 最 优 值 是 5. 


1. 5. 4 ”对偶 单 纯 形 法 


首先 介绍 两 个 概念 . 考虑 标准 形式 线性 规划 及 其 对 偶 规 划 , 即 
(1. 50) 和 (1. 51). 

定义 1.5.11 设 4=(B N), 其 中 ,8B 是 满 秩 方 阵 . 相应 地 ， 
Cc 二 (caycn); 则 wB 一 cs 电解 由 一 cs8 ! 称 为 对 偶 问 题 的 一 个 基本 
解 ,8 称 为 与 基本 解 对 应 的 基 ; 如 果 w 还 满足 ws 委 cw, 则 称 w 为 对 
偶 和 问题 的 基本 可 行 解 . 

定 饼 1.5.12 设 B 是 CP) 的 基 , 对 应 的 基本 解 为 x, 若 对 应 的 
检验 数 全 部 非 正 , 即 cs8-'4 一 c 志 0; 则 称 x 为 (P) 的 一 个 正则 解 
《regular solution), 

由 定义 1. 5.11 与 定义 1.5.12 可 知 , 原 问题 的 正则 解 x 与 对 
偶 问 题 的 基本 可 行 解 w 是 一 一 对 应 的 ,它们 由 同一 个 基 8 所 决 
定 . 

对 偶 单 绅 形 法 (duail simplex method) 的 基本 思想 是 :从 对 侦 
问题 的 一 个 基本 可 行 解 迁 代 到 另 一 个 基本 可 行 解 ,县 使 目标 光 数 
值 递增 . 也 就 是 说 ,从 原 问 题 的 一 个 正则 解 迷 代 到 另 一 个 正则 解 ， 
当 迷 代 到 B87'8 守 0, 即 正则 解 满 足 原 问题 的 可 行 性 时 , 即 原 问题 与 
对 偶 问 题 同 时 求 得 可 行 解 ,也 就 同时 求 得 最 优 解 . 

对 偶 单纯 形 法 首先 确定 离 基 变量 一般, 取 最 小 的 那个 <0 
对 应 的 xs 为 离 基 变量 . 然后 确定 进 基 变量 . 确定 进 基 变量 的 原则 
是 使 迭代 后 得 到 的 解 仍 然 是 原 癌 题 的 正则 解 . 

本 屿 只 由 


设 n 为 进 基 变量 . 因为 选 代 后 的 目标 函数 值 为 
i — 了 一 >) | 一 5 一 一 二 和 a x 


j 丰 内 
Jj 


EA 一 十 各 一 
一 一 ”or i 


rE 
所 以 ,为 了 使 选 代 后 的 解 仍 为 正则 解 , 并 且 使 目标 函数 值 增 大 ， 确 
定 xx 的 指标 必须 满足 下 列 两 个 条 件 ; 
一 芋 一 “二 0， (1. 56) 


rk 


Es 


SO (jE Neyj 天 天 )，《1.57) 


Cj — cc 一 


(1, 56) 要求 as<0. 若 4r 空 0, 则 (1.57)》 一 定 成 立 ; 若 ar<0, 则 
(1, 57) 要 求 有 


mS (jE€Ns,i#¥h). 


a a 
故 进 基 变 量 x 可 由 下 式 确定 : 
2 min {2 a < of. 
rt rj 


对 偶 单 纯 形 法 的 迭代 过 程 也 可 以 在 表 上 进行 . 对 个 单纯 形 表 
和 原始 单纯 形 表 形式 上 完全 一 样 , 二 者 区 别 在 于 ,对 提单 纯 形 法 是 
保证 全 部 检验 数 = 一 c 委 0, 但 不 保证 四 

对 偶 单纯 形 法 的 计算 步骤 ， 

(1) 找 出 一 个 初始 对 偶 基 本 可 行 解 , 即 初始 正则 解 x*” ,相应 
的 基 为 8. 

(2) 若 靖 一 如 2220, 停 止 计算 ,已 求 得 原 问 题 的 最 优 和 解 ;否则 ， 
计算 

百 = min{b|i = 1,2, ,mm)}. 
(3) 若 a.; 闻 0 一 1 停止 计算 , 原 问 题 无 解 ; 否则 ,计算 
49 。 


i 


KR Ck . | 
————— 二 mn 二 


元 全 < o| 《1.58) 
(4》 以 ix 为 主 元 ,进行 消 元 法 运算 . 返回 (2). 
例 1.5.13 用 对 偶 单 纯 形 法 解 下 列 问 题 
min dx 6zx: +]18r: : 
5,t. XI 十 3xi 这 3， 
Zs 十 27 次 5， 
Xs 2 Ts 2 0 
租 ”引入 松弛 变量 zx,zxs 守 0, 再 将 所 得 到 的 等 式 约束 两 映 同 
履 以 (一 1), 就 得 到 了 原 问 题 的 一 个 正则 解 . 对 应 的 初始 单纯 形 表 
1.40 如 下 |; 


表 1.40 


my 


由 于 殊 = 一 5 所 一 3 一 六 , 故 za 一 xs 为 离 基 变 量 . 按照 (1. 58) 
求 最 小 比 , 确 定 xz。 为 进 基 变量 . 以 ao 一 一 1 为 主 元 ,进行 消 元 法 运 
算得 表 1. 41， 
表 1.41 


外 = 一 3<0rs 二 x 为 离 基 变量 . 由 最 小 比 , 确 定 zx， 为 进 基 
变量 . 以 zis 一 一 3 为 主 元 ,进行 消 元 法 运算 ,得 吉 1, 42. 
。50 。 


由 于 表 1. 42 中 3 一 (1,3)T>>0, 故 已 得 原 问题 的 最 优 解 +" = 
(0,3,1) ,目标 确 数 最 优 值 为 36. 


1. 5.5 原始 -对 侦 单 纯 形 法 


原始 -对 偶 半 纯 形 法 ‘primal-dual simplex method) 同 时 对 对 
偶 间 题 和 原 问 题 第 一 阶段 辅助 同 题 求解 . 它 从 对 偶 问 题 的 一 个 可 
行 解 开始 壬 代 ,保持 对 僵 可 行 性 和 互补 松弛 性 ;最终 达 到 原 问 题 的 
可 行 性 ,从 而 求 得 原 问题 的 最 优 解 . 
考虑 标准 形式 线性 规划 及 其 对 偶 规划 , 即 (1. 63) 种 (1. 64). 假 
设 已 知 {D) 的 一 个 可 行 解 w. 于 是 ,对 一 切 7 有 wwj 和 cr 为 了 求 5P) 
的 满足 互补 松弛 性 的 可 行 解 , 设 集合 
Q= {lwa— c= 00}, 
即 QQ 为 允许 取 正 值 的 那些 变量 x, 的 下 标 集 , 当 7 在 入 时 , 令 ;二 
0; 当 jEQ@ 时 ,对 这 些 zj 求解 CP) 的 如 下 形式 的 辅助 问题 : 
min gg= Dox; 十 ext+ 
i 左 村 
st 2 十 x 二 加 ， (1. 59) 
Xi0 jEQ, 
x 2 0. 
(1. 59) 称 为 相应 于 对 偶 可 行 解 w 的 限定 原 问 题 (restricted primal 
® Ble* 


problem), 

设 go 为 (1 59? 的 最 优 目标 值 .车 g。=0, 说 明 已 经 求 得 (CP) 的 
可 行 解 .又 因为 这 个 解 满足 互补 松弛 性 条 件 , 所 以 它 就 是 (P) 的 最 
优 解 ; 若 go>0, 说 明 尚未 求 得 (P) 的 可 行 解 ,因而 需 再 找 (D)? 的 另 
一 个 可 行 解 w: 要 求 w 能 使 (1. 59? 的 目标 值 减 小 ,并 且 满足 对 侦 可 
行 性 . 为 此 求解 (1. 593? 的 对 偶 问 题 


max vb; 


st. Ao jERQ, (1. 60) 
Ve 
设 v* 是 (1.73) 的 最 优 解 ; 则 新 的 对 偶 可 行 解 为 
一 入 十 全 ". (1. 61) 
其 中 
9 = nin (— 2 oo (1. 62) 


求 出 新 的 对 偶 可 行 解 由 后 ,修改 驴 , 再 求解 (1.72) ,如 此 选 代 下 去 ， 
如 果 限 征 原 问题 都 不 出 现 退 化 现象 , 则 经 过 有 限 次 迭代 必 能 求 得 
(P) 的 最 优 解 或 判定 (P) 无 解 ， 

原始 -对 侦 单 纯 形 法 的 计算 步骤 : 

(1) 将 线性 规划 变换 为 标准 形式 (1.50), 求 出 其 对 偶 规 划 
《1. 51) 的 一 个 可 行 解 w. 

(2) 令 晶 =={jlwaj 一 c= 二 0) ,求解 限 定 原 问题 (1. 59). 若 其 最 
优 目 标 值 zo 一 0 停止 计算 ,已 求 得 原 癌 题 的 最 优 解 ; 否则 , 转 (3)， 

(3) 求解 限定 原 问 题 的 对 备 问 题 (1. 60)， 设 其 最 优 解 为 上 若 
y4<0, 停 止 计算 , 原 问题 无 解 ; 否 则 ,按照 (1.61) 和 (1. 62) 求 出 新 
的 对 偶 可 行 解 由 .区 站 代替 wy 返回 (2). 

例 1.5.14 用 原始 -对 偶 单 纯 形 法 求解 于 列 问 题 


* 52+ 


min 371 十 2x 十 Xx 十 27， 十 2Xs ; 
Ss.t. Ti 一 7 十 27x; 一 工 十 7T; 十 2r 二 1， 
一 ZX 十 2xs 十 Xx 一 274 一 Xs 十 Xs 3， 
25r 十 fa 一 fa 十 一 2rs 十 Xe 一 人 2， 
TiO 7 了 一 1,2… 6. 
解 它 的 对 侦 规 划 是 


max wl 十 3wz 十 2go ; 


s.t. Ww 一 wa 十 20 3， 

一 Ww 十 2 十 | 过 2 

2i0 十 2 一 二 入 1， 

一 ww wv 十 Ww 2 

Ww 一 WwW 2 22， 

2ro 十 如。 十 加 过 0. 

w 二 《0,0,0) 是 它 的 一 个 初始 可 行 解 . 这 时 ,最 后 一 个 约束 等 
式 成 立 , 故 有 昌 =={6} ;对 应 的 限定 原 问 题 为 


mn wr 二 we + Xos 


s.t. 275 十 工 ? 一 ]， 
Te 十 -eg 一 3， 
Ts 十 Xz 二 2， 
Tart Ts Ty 22 0, 
用 单纯 形 法 求 得 其 最 优 解 为 
(Cres Tr tar To) — ( 诗 ,0 二, 总] ， 


最 优 目标 值 为 4 其 对 偶 问 题 为 


"d+ 


max 81 二 30 十 20: ; 
st, 2 十 二 十 vw 和 澡 ， 
vi 1， 
To S 1 ， 
za 和 1, 
由 于 限定 原 问题 对 解 | 序 ,0, 号 , 艺 ] 来 说 ,约束 zs 之 0 之 0 
不 等 式 成 立 , 故 对 侦 问 题 中 z 科 1.o 受 1 应 该 等 式 成 立 , 于 是 得 最 
优 解 一 (一 1,1,1). 对 于 j=1,2,3,4,5 计算 va; 得 wa 一 0,waz 一 
4;p63 一 一 2,pt 一 0 605 一 一 4. 于 是 按照 (1. 62) 求 得 ,8 二 1/2, 从 而 
得 新 的 对 偶 可 行 解 为 
一 《0,0,0) 十 二 (一 110 =| 一 去 于 过]， 
相应 地 , 怠 ={12,6). 新 的 限定 原 问 题 为 


min Xr 十 8 十 Xo? 

St 一 你 十 2zri 十 区; 一 1， 
27: 十 zs 十 Xs 一 3， 
Ts 十 x 十 XxX; 二 2， 


Tess tr Test > 人. 


最 优 解 为 


CTarTe str rTs» To) 二 《1 1 90309027， 


目标 函数 最 优 值 为 0, 这 样 , 便 求 得 原 问题 的 最 优 解 为 
”二 {0,1,0,0,0,1)"，, 


目标 酒 数 最 优 值 为 2. 
t.5.6 原始 -对 偶 单纯 形 表 
原始 -对 侦 单纯 形 法 的 全 部 运算 也 可 以 在 表土 完成 . 


= 二 * 


表 1. 43 原始 -对 偶 单纯 形 表 


表 1.43 中 有 两 个 目标 行 :第 六 十 1 行 在 和 迭代 过 程 中 存放 限定 原 问 
题 的 检验 数 zj 一 cj 一 vaj 一 .有 边 存 放 相 应 的 自 标 值 ;第 * 十 2 行 
是 对 侦 可 行 解 w 所 对 应 的 waj 一 cj; 即 检验 数 = 一 cr 

运算 过 程 中 ,用 空白 方 框 口 标明 限定 原 问 题 中 的 灾 量 , 即使 得 
zj 一 0j 一 0 的 那些 x), 在 求解 限定 原 问 题 时 ,只 有 这 些 变 量 可 以 进 
基 . 并 且 , 仅 对 表 中 前 面 m 十 1 行进 行 运算 . 又 因为 对 原来 的 变量 
Zz) 来 说 ,已 一 0, 故 求解 完 一 个 限定 原 问题 后 ,要 修改 对 偶 可 行 解 
时 ,可 按 下 式 


9 = min| 一 - 
& 一 5 


求 出 忆 然 后 ,将 第 m= 十 1 行 滋 凡 8 后 加 到 第 关 十 2 行 上 , 即 可 以 更 
换 限 定康 问题 . 

计算 步骤: 

C1) 找 出 对 偶 初始 可 行 解 w, 建 立 原 始 -对 侦 单 纯 形 表 1. 43. 
通过 初等 行 变换 ,将 第 x 十 1 行 中 蕊 对 应 的 检验 数 变 为 0， 

(2) 令 昌 二 4jlway 一 0 二 0), 对 于 jEQ; 在 粗 应 的 xz; 上 徊 标明 
口 . 

C3) 求 名 一 一 max{z 一 0 | jEQ}. 

(4) 若 训 一 如 0;, 则 x; 为 进 基 变量 . 按 最 小 比 原则 确定 离 基 
上 恋 量 ,进行 请 元 法 送 算 ,返回 (3); 若 zz 一 0 所 0, 且 go 二 90. 停 球 计 
算 , 已 求 得 原 问 题 的 最 优 解 ;否则 , 转 (5). 


1 


zs,— cr>0| (1. 63) 


i, 


-。 55 。 


(5) 车 x, 一 必 守 0,jEQ, 且 go 疡 0, 停 止 计算 , 原 问 题 无 解 ; 否 
则 , 按 中 .63) 求 8, 将 第 功 十 1 行 乘 以 后 加 到 第 内 十 2 行 上 去 , 返 
加 52). 

例 1.5.15 用 原始 -对 偶 单 纯 形 表 求解 例 1.5. 14 

解 取 w=(0,0,0) 作 为 对 偶 问 题 的 初始 解 . 建立 初始 原始 - 
对 侦 单纯 形 表 1. 44. 


将 第 1,2,3 行 加 到 第 4 行 上 去 ,从 而 将 r zsyzs 的 检验 数 消 
为 0, 得 表 1. 45. 


由 于 旬 == {16} , 故 当 前 限定 原 问题 的 变 其 为 x 和 人 工 变量 x;， 
Try 又 因为 Zs 一 Cs 一 4 二 =max {z;—e;| 71} } , 故 xs 为 进 基 变 量 . 
* S56* 


按 最 小 比 确定 x; 为 离 医 变量 , 通过 消 元 法 运算 得 表 1. 46. 


Le] 


由 于 对 限定 原 间 题 中 所 有 的 变量 来 说 ,z, 一 6 所 0, 才 已 找到 了 
限定 原 问 题 的 最 优 解 , 按 (1. 63) 求 得 8=1/2. 将 第 4 行 磁 以 172 
加 到 第 5 行 上 去 ,得 表 1. 47， 


由 于 2 一 C 一 4 人: 故 2 为 进 基 变量 . 并 联 TB 为 离 基 变量 , 进 
行 消 元 法 运算 得 表 1. 48. 


二 DF * 
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在 表 1. 48 中 由 于 限定 原 问题 的 所 有 检验 数 之 一 上 委 0, 并 且 
go 一 0* 故 已 经 找到 了 原 问题 的 最 优 解 x = 二 00,1,0,0,0,1)" ;目标 
函数 最 优 值 为 2. 


1. 5.7 寻找 对 偶 初 始 解 的 人 工 约束 法 


对 偶 单 纯 形 法 要 求 有 一 个 对 偶 基 本 可 行 解 作为 初始 解 ,原始 - 
对 偶 单 纯 形 法 要 求 有 一 个 对 偶 可 行 解 作 为 初始 解 . 对 于 极 小 化 问 
题 , 如 果 原 问题 的 费用 系数 向 量 * 委 0, 则 ws0 显然 是 一 个 对 偶 可 
行 解 . 当 对 偶 问 题 没 有 明显 的 基本 可 行 解 或 可 行 解 时 ,可 采用 人 工 


约束 法 (artificial constraint technique)， 


设 线 性 规划 问题 
<P) mm cxr } 
s,t. Ax = b, 
这 


假设 它 有 初始 荐 8= (eyen)( 因 为 总 可 以 用 高 斯 消 元 法 找到 
它 的 一 个 基 ), 将 约束 方程 化 为 
9 十 本 -WTA 一 B-18, 
* GB. 


增加 一 个 约束 

exn SM， 
这 里 ,MM 是 很 大 的 正 数 ,e 是 n 一 m 维 行 向 量 . 电 于 上 ;很 大 ,这 个 新 
增加 的 约束 对 原 问 题 不 发 生 影 响 . 增加 新 约束 后 的 问题 称 为 扩 完 
问题 . 引入 松弛 变量 x ,得 到 扩充 问题 的 单纯 形 表 为 


表 1. 物 


设 一 0 一 max {zj 一 0). 选 xs 为 进 基 变 量 , ,+ 高 基 . 以 
2 为 主 元 ,进行 消 元 法 运算 得 新 表 . 特别 ,将 附加 行 乘 以 [一 (zs 
一 cs] 加 到 目标 行 上 去 .由 的 选取 方法 和 消 元 法 运算 ,新 表 中 必 
有 z 一 ci 所 0 对 一 切 了 成 立 . 因此 ,找到 一 个 对 偶 基 本 可 行 解 . 于 
是 , 便 可 以 由 此 开始 用 对 偶 单 纯 形 法 或 原始 -对 偶 单纯 形 法 求解 扩 
充 问题 . 

计算 结果 有 两 种 情况 ， 

(1) 扩充 问题 无 解 , 这 时 , 原 问 题 也 无 解 . 

(2) 扩充 间 题 有 最 优 解 

X= (一 二 

最 优 值 为 
fo= f+ Mfsz. 由 于 M 很 大, 故 必 有 0， 

1) 车 所 过 0, 这 时 必 有 中 关 0. 当 擂 十 ce 时 ,总 是 原 问 题 
的 可 行 解 . 此 时 ,六 一 一 cc, 故 原 问题 有 无 界 解 . 

2) 若 户 =0, 这 时 广 = 户 是 原 问 题 的 最 优 值 ,zz20 为 原 问 题 
的 最 优 解 . 车 ==0,x* 还 是 一 个 基本 可 行 解 . 否则, 令 Mo= 

a 5 * 


min1Afjxy 十 0 则 


x -一 x 十 Mx 


也 是 基本 可 行 解 . 
例 1.5.16 用 对 偶 单 纯 形 法 求解 线性 规划 
min 一 2z 十 4z6 } 
号 .二 Tl 二 一 27: 一 2， 
区 2 一 3zr 十 xX; 二 3， 
XC— AX CO— Xs CO—=— ?2, 


Tr 0. 
解 ”该 问题 有 一 个 明显 的 基本 解 (2,3, 一 2,0,0)" ,但 它 不 是 
正则 解 . 增加 一 个 约束 十 xs 守 MMM, 并 引入 松弛 变量 x ,得 扩充 问 
题 的 单纯 形 表 1. 50. 


因为 x 一 ec 一 2 半 0, 故 x, 进 基 ,ze 离 基 , 以 aw 为 主 元 ,进行 请 元 法 
运算 ,得 表 1.51. 


表 1. 51 对 应 着 扩充 问题 的 一 个 正则 解 . 下 面 便 可 以 由 这 张 表 
开始 用 对 侦 单 纯 形 法 求解 扩充 问题 . 以 as 一 一 3 为 主 元 ,进行 消 
元 法 运算 ,得 表 1. 52. 

各 1.52 


I 


be 


由 于 这 张 表 的 Bz6, 因 此 得 到 扩充 问题 的 最 优 解 


1 
3 


2 


T 
一 |0, 二 十 全 M ,一 2 十 MM, 写 十 针 M， 一 也 十 M,0 


3 3 
目标 最 优 值 为 f4= 一 4. 
故 原 问题 有 最 优 解 , 容易 求 得 Ms 一 2, 得 原 问 题 的 最 优 基本 可 
行 解 为 
x 一 (0,9,0,2,0) ， 
则 标 函 数 最 优 什 仍 为 六 一 一 4 
+ 61。 


1.6 分 解 算法 


实际 串通 到 的 线性 规划 各 题 由 于 约束 矩阵 太 大 , 节 使 度 用 计 
算 机 求解 也 很 困难 , 但 是 ,有 不 少 问题 的 约 东 具有 特定 的 结构 , 因 
而 可 以 设法 将 它们 分 解 为 若干 个 较 小 的 线性 规划 问题 再 来 求解 ， 
这 类 方法 称 为 分 解 算 法 (decomposition algorithm >. 现 介 绍 
Dantzig-Wolfe 分 解 方法 ,简称 D-W 分 解 方法 ， 


1.6.1 D-W 分 解 方法 机 述 


设 下 列 线性 规划 
mn exr:; 
S.t, 4xr =b, 1.64) 
全 六 


其 中 ,4 为 mXm 短 阵 ;6 为 tm 维 列 向 量 ,X 表示 有 特定 结构 的 多 
面 集 ,并 且 假 设 半 是 有 界 多 面 集 . 于 是 ,只 有 有 限 个 极点 :x1 ,xz， 
…,x. 这 样 ,任何 xEX, 可 以 表示 为 这 些 极点 的 吓 组 合 , 邵 
X= yx， 
人 《1.65) 
4 二 1 守 0,j 二 11,2 


如 果 用 (1， 65) 代替， 则 (6.647 改 写成 以 略为 变量 的 问 
题 ; 


min D(Cexr)N; (1.66) 
J 一 1 

st, D(Ax)l =b, (1. 67) 
Pi 


* 站 局 


> 一 ]， 


和 1 
i 07 一 12 (1.68) 

称 为 主 规 划 (master program). 
由 于 极点 数目 + 很 大 ,因此 ,在 知道 区 的 所 有 极点 后 直接 求解 
主 规划 是 十 分 困难 的 . PD-W 方法 不 要 求知 道 所 有 的 极点 就 能 求解 
主 规 划 , 从 而 求 得 不 问题 的 最 优 解 . 它 是 应 用 修正 单纯 形 法 来 实现 

的 ， 

设 考虑 用 修正 单纯 形 法 解 主 规划 (1.66) 一 (1. 68), 设 初始 基 
为 B,; 它 是 mm 十 1 界 方 阵 . 分 别 用 w 和 表示 相应 于 (1. 67) 和 
(1.68) 的 对 侦 变 量 ; 风 (wsv) = 二 csB ', 其 中 cs 是 由 基 变 量 的 费用 


bb 
系数 组 成 的 行 向 量 . 再 记 了 一 BB | 将 修正 单纯 形 法 数据 列 成 下 
表 1. 53. 


表 1.53 
Cw yh) esb 
B! B 


现在 要 检验 当前 解 的 最 优 性 . 为 此 ,首先 求 出 最 大 检验 数 
2 Ck 一 maX tsi 一 ce) } 
-ao 人 |- ex, (1. 69) 
= max (WAX, 二 Vcr}, 
由 于 不 能 事先 求 出 所 有 的 极点 xi: 义 由 于 线性 目标 旺 数 在 有 界 多 
面 集 上 的 最 大 值 必 在 它 的 某 个 级 点 处 达到 ,因此 ,(1. 69) 的 值 怡 好 


等 于 下 列 线性 规划 问题 的 最 优 目 标 值 , 
- 3 = 


tnax 《WwW 一 站 十 下 
5.t， 友和 访 ， 
(1.70) 称 为 子 问 题 (subproblem), 由 于 六 具 有 特定 的 结构 , 子 间 
题 是 较 容 易 求 解 的 . 设 用 单纯 形 法 求 得 子 问题 的 最 优 解 为 ,最 
优 值 为 x1 一 c. 
如 果 x 一 6 一 0, 则 主 规划 的 当前 基本 可 行 解 是 最 优 解 ,从 而 
可 求 出 (1. 64) 的 最 优 解 . 
如 果 z, 一 & 疡 0, 则 入 应 的 非 基 变量 大 进 基 , 计算 主 列 而 二 


[和 ] ,着 且 村 [” -网 在 修正 单纯 形 才 右 遇 按 最 小 比值 规 


则 确定 离 基 变 莉 如 . 以 mr 为 主 元 ,进行 消 元 法 运算 得 新 表 . 这 样 
完成 了 DPD-W 方法 的 一 次 选 代 . 如 此 反复 进行 ,直至 求 得 主 规划 的 
最 优 解 . 

1.6.2 D-W 分 解 方法 的 计算 步 又 


(1) 写 出 主 规划 . 找 出 主 规 划 的 一 个 初始 基本 可 行 解 ,对 应 的 
初始 基 为 中. 计算 


《1.70) 


(Ww vy) = csB-!, 


_ b 
5=8 [| 
构造 初始 修正 单纯 形 表 1. 53. 
(2) 解 子 问题 (1. 70). 设 最 优 解 为 这, 最 优 值 为 z; 一 cai. 如 果 z， 
一 二 09, 停止 计 算 . 主 规划 的 当前 基本 可 行 解 为 最 优 解 . 计算 
(1. 64) 的 最 优 解 


x 二 Sx, 


其 中 ,ws 是 主 规划 的 最 优 解 中 基 变 量 的 指标 集 . 如 果 zx 一 co>0, 转 
《3 。 
-bd* 


(3) 计算 主 列 . 令 


计算 


b, 


rg 
以 aw 为 主 元 ,进行 消 元 法 运算 , 删 去 表 1.54 最 右边 一 列 ,返回 


(2), 
例 1.6.1 用 分 解 算法 解 下 列 问题 
min — 7 一 3rr 十 Ti 一 了 +} 


s,t. 过 1 十 区 十 了 十 区 二 | < 8， 


i 人 of. 


- | b; 
一 MnN1 = 
经 小 


并， 十 过 
x, 十 2x, 入 10， 
一 省 5 十 了 4 < 4 


3 


解 ”把 约 东 分 为 两 组 ; 
AXY 挝 上 BbB 和 Xx XX， 


其 中 
A=(1,1,1,1), 
b =8, 
XX X KX,, 


* 5 


近 ) = {rT 二 0， 
zi 十 2 过 10 
入 -| (Cry | 一 . 


Ta 十 TS 
(xys Tr) 这 [1 

并 记 c 二 (一 1, 一 3,1, 一 1) 为 费用 系数 向 量 . 引进 松弛 变量 * 得主 

规划 


上 
min Dos 


Je 


Ss. + > CAr,)., 一 8， 


wl 

Da 一 ] ， 

jJm1 

向 0， 了 一 了 
5 之 0， 


其 中 ,x 为 下 的 极点 ,cj 二 ex. 
为 了 找 出 主 规划 的 一 个 初始 基本 可 行 解 , 作 出 六, 和 XX; 的 图 


* 站 上 = 


求 得 二 (0,0,0,0)" 是 天 的 一 个 极点 , 敢 可 取 * 和 关 为 初始 基 恋 


量 . 于 是 


1 Ax 0 
ob 
1 0 1 


cp = (Oer) = (0.0), 
CW apy 一 Cr 可 -1 一 {0 ,0), 


csb =— 0. 
构造 主 规 划 的 初始 修正 单纯 形 表 为 


选 代 1 子 回 题 为 


max {WA cx? 

一 max — ¢x 

=max zl 二 $7 CX 十 了 
s,t. 老生 区 


利用 单纯 形 法 求 得 子 问题 的 最 优 解 
:二 (O06 084) , 


目标 函数 最 优 值 为 22. 因此 , 主 规划 的 最 大 检验 数 为 


售 z — cs 一 22. 


-由 


组 成 下 表 
67 。 


计算 主 列 


A 


计算 min (站, 妆 ==min | 名 ,十 | 名, 族 7 二 1 ,松弛 变量 ; 离 基 . 


Rs Has 


1 


当前 达 代 点 为 
二 A 十 Asxs 一 (0,6,0,4)7， 
目标 国 数 值 为 一 4475 ,与 原来 的 值 0 相 比 是 减 小 了 ， 
选 代 2 
由 现在 的 ws) 一 | 一 里 ,0] 得 子 问题 为 
6 16 
$s, t, x 太 , 
求 得 其 最 优 解 
Xs = (0,6,0,0), 
最 优 值 为 从 . 这 时 ,松弛 变量 * 的 检验 数 为 


1 


1 
oo |- 0=w=— 5 


* 闪 呈 “。 


因此 ,最 大 检验 数 为 =, 一 ,= 经 .计算 主 列 


i 


构造 下 表 


~ EE 


bh binl2/3,.3/2\_2/3 
计算 min [全 4 一 j=min {3 5 :5 ;| 5 5 故 > 一 1 az 为 


dis dzg 


离 基 变 量 , 以 &1s 为 主 元 ,进行 消 元 法 运算 得 下 下 


于 是 得 主 规 划 的 基本 可 行 解 为 
二 一 2 十 xs 一 0400)7， 
目标 函数 值 为 一 12. 
迁 代 3 
由 当前 的 (vw,y) 二 (一 3,0) 得 子 馈 题 为 


max 一 2r — 47; — 217:} 


» BO" 


St， 王 友 其。 
x 一 (0.0,0.0)T， 
最 优 且 标 值 为 0. 这 时 ,松弛 变星 * 的 检验 数 为 一 3 拓 0. 
本 结果 表明 ,最 优 性 检验 已 通过 . 即 第 二 次 选 代 所 得 结果 已 经 
是 最 优 解 了 . 因此 , 原 问题 的 最 优 解 是 
X= (0,4,0,0), 
目标 函数 最 优 值 为 一 12， 


1.7 灵敏 度 分 析 


在 实际 应 用 中 ,许多 线性 规划 问题 的 数据 不 能 精确 地 知道 , 通 
常 是 根据 经 验 估计 或 用 预测 方法 得 到 . 因此 , 某 些 数据 可 能 需要 做 
改 ;有 时 ,还 可 能 增加 新 变量 或 新 约束 . 遇 到 上 述 情 况 时 ,要 考虑 某 
些 条 件 变化 对 最 优 解 的 影响 ,并 不 需要 从 蒜 开始 计算 ,只 须 复 改 原 
来 问题 的 最 优 单纯 形 表 中 相应 的 部 分 ,以 便 得 到 条 件 变化 后 新 闻 
题 的 单纯 形 表 ,再 判断 所 得 到 的 解 是 否 还 蚌 新 问题 的 最 优 解 . 如 果 
不 是 ,可 继续 夺 代 求解 . 灵敏 度 分 析 (sensitivity analysis) 就 是 研 
究 这 些 问 题 的 . 
设 如 下 的 线性 规划 问题 
min cr: 
st. Ax 一 十 ， 《1.717》 
TT 宇 0. 
假定 已 经 求 得 它 的 最 优 单 纯 形 表 为 表 1, 55， 
表 1.55 


» TO » 


下 面 叙 述 各 种 变化 时 的 灵敏 度 分 析 . 
1.7.1 改变 费用 系数 向 量 


假定 费用 系数 向 量 ec 变 成 c .这 时 ,可 行 域 一 般 不 变化 . 故 原 
问题 的 最 优 解 还 是 新 问题 的 基本 可 行 解 . 但 是 ,需要 修改 目标 行 . 
新 检验 数 为 ;一 < 一 < 要-14) 一 cj 新 目标 函数 值 为 cs8-'b. 然 
后 ,根据 >, 一 ci 有 0 是否 满足 ,决定 是 停止 计算 还 是 继续 迭代 ， 

特别 , 当 费 用 系数 向 量 只 有 一 个 分 量 ci 变 成 & 时 ,可 按 下 法 
处 理 . 

© 对 应 的 x 是 非 基 变量 

时 只 需 修 改 检验 数 zi 一 ci. 由 于 cs 不 变化 , 故 新 检验 数 为 
Zi C= zc (cm cr), 
这 样 就 得 到 了 新 问题 的 单纯 形 表 , 如 果 z4 一 c :所 0, 则 所 得 到 的 解 
还 是 新 闻 题 的 最 优 解 ;否则 ,由 此 开始 继续 迭代 ， 

C2) 对 应 的 x 是 基 变 量 

设 必 一 za. 这 时 ,cs 变 成 ca 新 检验 数 中 仍 有 基 变 量 对 应 的 检 
验 数 为 0, 而 非 基 变量 对 应 的 检验 数 为 


zi 一 一 5 有 -109) 一 人 
=esB- a 二 《00,c a ends OB a — ec 
一 如一 如 【1,， 72) 
新 目标 函数 值 为 
CsB p= cab= es (em cd. (1. 73) 


故 只 需 将 第 : 行 乘 以 Cc 一 以》 加 到 目标 行 上 去 ,再 令 x 对 应 的 检 
验 数 z 一 c= 二 9, 便 可 得 到 新 闻 题 的 单纯 形 表 . 
例 1.7.1 给 定 线性 规划 问题 


7]l* 


min Br) 一 4 +} 


Ss.t. zi 十 rz 所 4， 
一 ZX 十 XY 过 2， 
Xl, Xe 0. 
已 经 求 得 它 的 最 优 单 纯 形 表 为 


试 考 虚 下 列 问题 的 处 理 方 法 . 
(1) 车 oc 一 5 变 成 c= 一 1, 求 新 问题 的 最 优 解 . 
(2) 若 c: 一 一 4 变 成 cs 二 一 2, 求 新 问题 的 最 优 解 . 
解 (1) 由 于 zx 是 非 基 变量 , 故 只 需 计 算 RI Ct 
2 C= 二 (cme) =—1+6f=5. 
将 所 给 最 优 表 中 xz 对 应 的 检验 数 改 成 5, 得 新 问题 的 单纯 形 表 如 
下 : 


由 于 *, 一 上 >0, 故 需 由 此 表 开 始 继续 迭代 才能 求 得 新 间 题 的 最 
优 解 | 
《2) 当 c, 二 一 4 变 成 Cs 二 一 2 时 ,仍然 有 之 2 Ca 二 2 一 Cs 
0. 按 式 (1.72) 和 (1.73) 计 算 zi 一 co1,z4 一 c4 和 新 目标 值 上 ,得 新 问 
了 


题 的 单纯 形 表 如 下 : 


由 于 2 一 CS0 得 到 满足 ,所 以 原 问 题 的 最 优 甫 x 二 (0;2)" 还 是 
新 闻 题 的 最 优 解 ,而 目标 函数 最 优 值 变 成 一 4， 


1.7.2 改变 右 端 向 量 


设 右 端 向 量 48 变 成 了 这 时 ,内 需 修改 右 端 一 列 便 可 得 到 新 闻 
题 的 单纯 形 表 . 新 表 右 端 一 列 为 


一 旦 -中 ， f 一 Ca 由 + 


检验 数 均 不 改变 , 故 仍 然 有 <; 一 cj<<0. 如 果 5 沁 0@, 则 已 找到 新 闻 
题 的 最 优 解 ;否则 ,单纯 形 表 对 应 新 间 题 的 一 个 正则 解 . 于 是 ,可 用 
对 偶 单 纯 形 法 继续 求解 新 问题， 


例 1.7.2 设 例 1.7.1 中 的 线性 规划 ,车 右 端 向 量 5 二 | | 
成 5 一 | 。| ,来 新 问题 的 最 优 解 
"ose 
=-{, ss 
fF -eedb = (0,— ol .|=- 20， 


* 3 


于 是 得 下 表 


此 表 对 应 新 问题 的 一 个 正则 解 , 故 由 此 开始 用 对 偶 单纯 形 法 求解 
新 闻 题 . 


1.7.3 改变 矩阵 


设 和 矩阵 4 的 一 列 as 变 成 & + 分 两 种 情况 

(1》 相应 的 x 是 非 基 变量 

这 时 , 基 忌 不 变 . 只 需 修 改 单 纯 形 表 中 x 对 应 的 一 列 便 可 得 
新 问题 的 单纯 形 表 


a = Bt, 
Zi c= caB iam Cc. 
如 果 = ,一 c* 委 0, 则 得 到 的 表 也 是 新 问题 的 最 优 单纯 形 骨 :否则 ， 
需 由 此 开始 继续 迭代 ,求解 新 问题 . 
(2) 相应 的 zc 是 基 变 量 
设 必 = re. 这 时 基 台 发 生变 化 ,从 而 单纯 形 表 中 的 右 端 列 和 
非 基 变量 对 应 的 每 一 列 都 爱 影 响 . 为 了 保持 B87 ,求解 下 列 辅助 问 
题 
Imm 二 Xtif 
Set， 十 下 十 而 Ti 十 十 二 Ts 十 tw+l 二 加 ， 
2 0 j= 1 mR 十 1. 
(1.74) 
. 了 出 站 


如 果 不 考 虑 xz 的 系数 , 则 辅助 网 题 的 约 东 矩阵 与 原 问 题 相同 ,只 
是 把 二 换 成 了 rr 因而 , 令 zz 为 基 变 量 ,z 为 非 基 变 量 . 即 在 


原 问题 的 最 优 单纯 形 表 中 ,将 第 上 列 移 作 x.,, 对 应 的 列 , 再 令 ea， 
一 B-iG, 便 可 得 到 辅助 问题 的 一 个 基本 可 行 解 ,由 此 开始 解 辅助 
问题 . 若 最 优 值 一 0, 则 辅助 问题 的 最 优 解 对 应 普 新 问题 的 一 个 
基本 可 行 解 . 从 而 ,可 由 此 开始 求解 新 问题 . 

1 

1 


例 1.7.3 考虑 例 1.7.1 中 的 线性 规划 . 如 果 a: 一 |”| 变 成 


a :一 | | ,求解 新 问题 . 
解 ”由 于 x 是 基 变量 , 故 构 造 如 下 的 辅助 问题 ， 


mn Eg =Xs} 
s.t, TX1 一 27r。 十 Ta 二 Xs = 二 4， 
一 ZX1 十 六; 十 XX 十 x 一 2 

TL ss > 0. 


四 5:-8-2:=| [= 人 ,政和 查 辅助 同 题 单纯 形 


1 
表 如 下 : 


此 时 ,g 一 0, 第 一 阶段 结束 . 删 去 g 行 与 xz; 列 , 换 上 了 了 行 ,再 进行 单 
纯 形 法 奈 代 ,求解 新 问题 


由 于 全 部 = 一 c 委 0, 故 已 求 得 新 闻 题 的 最 优 解 为 x 一 (0,2) ,目标 
函数 最 优 值 为 了 一 一 8. 


1.7,4 增加 新 变量 


设 增 加 一 个 新 变量 zi1, 其 费用 系数 为 e+ 在 约束 矩阵 中 对 
应 的 向 量 为 w+ 则 把 z+y 看 成 非 基 变量 ,在 原 问 题 的 最 优 单 纯 形 
表 中 增加 一 列 

dl B Qt+i 
| j= po, 一 .下 


ntl 一 Ce+1 


就 得 到 新 间 题 的 单纯 形 表 . 车 = 一 cc 委 0, 则 已 找到 新 问题 的 最 
优 解 ;否则 , 需 继续 用 单纯 形 法 求解 新 问题 . 


1.7.5 增加 新 的 不 等 式 约 东 


设 原 问题 的 最 优 单 纯 形 表 对 应 的 约束 为 
xs + B-'Nx, = B-'p, (1.75) 
增加 新 约束 a™T ?x 志 56+1; 其 中 wa"* "为 维 行 向 量 .用 eg … 和 
4 入 + 分 别 表示 ao 中 与 原 问题 的 正和 六 对 应 的 两 部 分 , 引进 
松弛 变量 *,+ ,将 新 约束 化 成 等 式 
dt re 二 a EN 二 Ta 一 让 1 (C1, 76) 
将 (1.75) 代 和 (1.76) 得 
. ?76 站 


Ca 一 人 他 + 加- TT Xr = bn — a Bb. 
C1. 77) 

将 (1. 76) 作 为 第 mm 十 1 行 写 在 原 有 的 最 优 单纯 形 表 中 ,并 将 
原 有 第 mw 十 1 行 移 作 第 mr 十 2 行 . 然后 ,通过 行 初等 变换 将 第 m 十 1 
行 化 成 (1,77) 的 形式 , 便 可 得 到 新 间 题 的 单纯 形 表 . 若 名 + 一 
aFr+08-'8 实 0, 则 已 找到 新 问题 的 最 优 解 ;否则 ,得 到 的 蚌 新 间 题 
的 一 个 正则 解 ,可 由 此 开始 用 对 偶 单 纯 形 法 求解 新 问题 ， 

例 1.7.4 考虑 例 1.?7, 1 中 的 线性 规划 , 设 增 加 约束 一 3zi 十 
2zr*< 委 3, 求 新 闻 题 的 最 优 解 ， 

解 引进 松弛 变量 zx;, 则 新 约束 变 成 

一 3r 十 ?xs 十 xs 一 了 3， 

将 此 式 写 到 原 有 最 优 单纯 形 表 的 第 3 行 ,将 原 有 第 3 行 移 作 第 4 
行 ,得 


。77。 


由 于 三 二 一 1<<0, 故 得 到 的 解 是 新 问题 的 一 个 正则 解 , 再 由 此 开 
始 , 用 对 偶 单 纯 形 法 求解 新 问题 ,得 最 优 解 为 x 二 (1,3)', 目 标 函 
数 最 优 值 为 一 ?， 


1.7.6 增加 新 的 等 式 约 束 


设 增加 一 个 新 的 等 式 约 划 ax 一 姑 rl 如 果 原 有 问题 的 最 
优 解 满 足 这 个 新 等 式 , 则 它 也 是 新 间 题 的 最 优 解 ; 否则 ,不 妨 设 原 
有 问题 最 优 解 x 使 a"™* x<bwy1; 引 进 人 工 变量 z+1, 使 新 增加 的 
约 东 成 为 等 式 sex 十 zt 一 名 然后 ,用 两 阶段 法 求解 新 间 
题 ， 


1.8 Karmarkar 投影 尺度 算法 
1.8.1 Karmarkar 算法 的 基本 思想 


1984 年 ,ATR&T 贝尔 实验 室 的 乓 Karmarkar ,提出 一 个 新 
的 解 线性 规划 的 多 项 式 时 间 算 法 .这 种 算法 不 同 于 单纯 形 方法 ,每 
次 选 代 不 是 从 一 个 极点 当 发 求 改 进 的 极点 ,而 是 使 选 代 点 保持 在 
1. 8.2 节 中 定义 的 单纯 形 内 部 . 因此 是 一 种 内 点 算法 , 其 基本 思想 
是 ,给 定 一 个 可 行内 点 ,对 解 空间 进行 变换 ,使 得 现行 解 位 于 变换 
空间 中 多 胞 形 的 中 心 附近 ,然后 使 它 沿 着 最 速 下 降 方向 移动 , 求 一 
个 改进 的 可 行内 点 . 再 作 道 变换 ,将 在 变换 空间 中 求 得 的 点 上 映射 回 
原来 的 解 空间 ,得 到 新 的 内 点 , 重复 以 上 过 程 , 直 至 求 出 满足 精度 
要 求 的 最 优 解 , 算法 的 总 复杂 性 为 OGL ln 工 Inin 上 5), 其 中 
是 变量 数 , 工 是 输入 长 度 . 


1.8. 2 karmarkar 标准 形式 


Karmarkar 算法 中 ,采用 一 种 特殊 的 标准 形式 ,后 面 将 给 出 解 
一 般 线性 规划 转化 为 求解 标准 问题 的 方法 ,这 种 标准 问题 定义 
78 。 


如 下 ， 


min elx : 
s.t. Axr = 洛 ， 《1. 78) 
五 后 上 


其 中 ,4 是 和 xx 矩阵 , 秩 为 和 ,erE ,4 一 (lerx 一 1x 之 从 称 
为 单纯 形 ,e 是 分 量 全 为 1 的 有 维 向 量 , 若 可 行 解 * 二 Cry) 
的 每 个 分 量 均 大 于 零 , 则 称 * 为 内 点 解 , 并 假设 


T 
(1) 4e 一 0, 即 单纯 形 4 的 中 心 二 e=| 二 ,…, 汪 


yy 


n 好 


是 可 行内 


(2) 问题 (1.78)? 的 最 优 值 是 零 . 
下 例 给 出 一 个 Karmarkar 标准 问题 : 
例 1.38.1 


min x 二 -zz 一 地 : 


3. 1t. XI 一 2re 十 XT 一 日 ， 
zl 十 Yi 十 T3 三 1， 


十 14 Xs Xa 2 0, 
1 _f1l 1 1 Ta.. 人 
显然 , 半 e 一 | 二, 十 , 寺 】 是 一 个 可 行内 点 ,问题 的 最 优 解 
T 
一 [9 二, 全] ;最 优 值 为 0， 


1.8.3 单 弛 形 上 的 投影 变换 及 势 函 数 


在 Karmarkar 算法 中 ,用 到 一 种 特殊 的 投影 变换 ,其 定义 是 
-， VxeEA， (1.79) 


其 中 成 一 diag (1,… :zs) 是 对 角 虐 和 隆 , 一 zz) 是 单纯 形 


Te = 卫 


和 4 的 一 个 内 点 , 即 丈 > 0 一 15my 二 一 1. 特点 x 的 像 记 作 


全 


刀 导 


:Di'x 
gp- 
映射 Ts 具有 下 列 性 质 : 
《1) Tz 是 一 一 对 应 的 映射 ,并 将 4 上 映射 成 4. 其 道 呐 射 为 
x 一 A (1. 80) 


(2) T(x) 一 二 e 是 4 的 中 心 . 

《3) 若 x 是 4 的 端点 , 则 了 T(r) 也 是 2 的 端点 ， 

(4) 车 x 在 如 的 边界 上 , 则 人 Ttx) 在 4 的 边界 上 . 

(5) 车 x 是 和 的 内 点 ; 则 了 T(x) 是 4 的 内 点 . 

在 Karmarkar 算法 中 ,引进 了 势 沙 数 的 概念 , 对 每 个 线性 函 
数 Lx) ,定义 与 它 相 联系 的 势 冰 数 (potential funetion ) 为 


f(x) = > nes + (1. 81) 
j=1 i 


其 中 上 为 常数 , 势 函 数 具有 下 列 性 质 ， 

《1) 映射 (1. 79) 将 势 函 数 (1. 81) 上 映射 成 具有 相同 形式 的 鲨 
数 ， 

(2) 线性 函数 !(z) 所 期 望 的 下 降 量 可 通过 势 函 数值 的 充分 减 
小 来 达到 . 

(3) 优化 势 函数 Ao 可 用 优化 线性 函数 来 近似 ， 


I. 和 4 疏 armarkar 算法 


考虑 Karmarkar 标准 形式 (1.78) , 设 x>4 是 一 个 可 行内 点 
解 . 投影 变换 (1.79) 将 工 映 射 到 
xz = 
erD ix 
通过 公式 (1.80), 用 上 的 像 志 来 表示 x: 
. BO * 


_ Dr 
erDr'’ 
按照 (1.82), 将 x 代入 Karmarkat 标准 形式 (1.78), 得 到 变 挽 空 
间 的 相应 问题 


rr (1. 82) 


min c Dx } 
e Dx 
st， AD = 0, (1. 83) 
ex 一 1， 
x 六 小 


在 (1. 96) 中 ,根据 (1. 92) ,x 的 像 节 二 T(x) 二 十 e 是 位 于 单纯 形 4 
中 心 的 可 行 解 . 车 把 上 述 问题 的 约束 矩阵 记 作 
B= [S| (1, 84) 
£ 
则 矩阵 B 的 零 空间 的 任 一 方向 4€ E", 即 满足 B4 一 0, 是 式 处 的 可 
行 方 向 . 为 从 这 些 可 行 方向 中 选择 一 个 比较 好 的 下 降 方 向 ,将 
(1. 96) 目 标 函 数 的 分 子 cpx' 的 负 梯 度 ( 一 De) 投 影 到 约束 和 矩阵 如 
的 零 空间 中 ,得 到 一 个 可 行 下 降 方向 ; 
d=— [1— B BB) 下]PDe (1.85) 
这 样 ,算法 从 原 空间 的 一 个 可 行 解 开始 ,通过 投影 变换 将 这 个 
解 映射 到 单纯 形 4 的 中 心 ,由 此 出 发 , 按 (1. 85) 选 择 一 个 移动 广 


向 , 取 步 长 不 超过 单纯 形 4 内 切 球 的 半径 一 一 -一 ,移动 到 变换 


Ya 一] 
空间 中 一 个 新 的 内 点 可 行 解 . 再 按 1, 80) 将 新 的 解 映射 回 原来 的 
解 空间 ， 
计算 步骤 ， 


(1) 给 定 参数 值 a€ (0,1], 令 ro 一 二 e, 其 中 心 维 向 量 e 一 


《1 ,1,…，177， 给 定 足 够 大 的 终止 参数 2 例如 一 (了 )， 秆 二 0. 
ea 只] 


让) 
(2) 若 守 wo 多 2 ", 则 停止 计算 ,得 到 最 优 解 re :否则 ,进行 
步骤 (3)， 
{37) 令 D—diag[z! ,rt ], 


a -lal 


《4) 令 和 一 一 同一 有 (8 有 天] 有 Dec. 
《5) 令 d,=d,/ || dd, |. 


《6) 计算 极 小 点 
入 一 Yo 十 一 一 . 
“ vntn— 1) 
《7) 映射 回 原来 的 解 空间 , 令 
《是 十 17 Dp’ 
* erDb' 


(8) 计算 势 函数 值 f(x 中 ) 和 f(x%10) ,车 (x) 一 了 /x4+ 7D) 
过 5(6 取 值 参见 (1.86)), 则 停止 计算 ,Karmarkar 标准 问题 的 极 
小 值 大 于 零 ;否则 ,进行 步骤 59)， 

(9) 团 天 :一 & 十 1 返 梧 步 又 (2)》， 

下 面 给 出 关于 上 述 算法 的 两 个 主要 定理 ， 

定理 1.8.2 算法 在 Orzke 十 log 2)) 步 内 求 得 可 行 点 *, 使 得 


站 茄 世 2-", 其 中 4g 是 给 定 的 终止 参数 ,zw 是 初 点 , 取 为 单纯 形 4 
的 中 心 
运用 f(x) 一 DIn 和 将 目标 函数 crx 与 势 函 数 (x) 联系 起 


来 ,有 下 列 结论 : 
定理 1.8.3 Karmarkar 算法 中 ,对 于 每 个 大, 必 有 下 列 情形 
之 一 : 
C1 Fr Er) —E. 
+ B22» 


(2) 目标 函数 的 极 小 值 大 于 零 ， 
其 中 必 是 一 个 常数 , 依 玉 于 步骤 (1)? 中 参数 e 的 选择 . 例如 ,车 a= 
1/4, 则 5 一 1/8.a 与 2 有 下 列 关系 ; 
a 人 
他 一 0 人 a De 7 (1. 86) 
根据 该 定理 ,在 运用 Karmarkar 算法 的 过 程 中 ,车 出 现 情形 
《2), 则 停止 计算 ,得 出 目标 函数 值 大 于 有 零 的 结论 , 则 原来 的 问题 不 
存在 有 限 最 优 值 , 即 或 者 是 不 可 行 的 ,或 者 基 无 界 的 . 


1.8.5 向 Karmarkar 标准 形式 的 转换 
考虑 一 般 线性 规划 问题 ; 


min 《TY 
st Axr = 上， (1. 87) 
二 之 小 


可 用 多 种 方法 将 (1.87) 的 求解 转化 为 解 Karmarkar 标准 阿 
题 . 下 面 介绍 Karmarkar 运用 对 偶 理 论 实现 这 种 转换 的 一 种 方 
法 . 

(1. 87) 的 对 侦 间 上 题 ，; 


max bu ; 


(1.88) 
st, A C0 
组 合 (1. 87) 与 (1. 88), 得 到 
Ax 2b, 
ATH Et, 
eTY —buy 一 0， 人 89) 
= 之 小 


根据 对 侦 理 论 ,(1.89) 可 行 的 充 要 条 件 是 (1. 87) 存 在 有 限 最 
优 和解 . 引进 松弛 变量 y 和 vr, 将 (1. 89) 表 示 成 
并 一 J 二 pb, 
站 3 


Aw 二 r= ee, 
cr— bu = 0, C1. 90) 
F007 
设 Korosrtos Po 是 在 正 卦 限 内 的 严格 内 点 ,引进 入 工 变 量 求解 下 
列 问 题 ; 


min 4 
Ss. t+, A CO— 3 二 mAr+ yA = bb, 
A 二 re A — raA = 6, (1.91) 


cx— but cc— ex 十 六 oo) 一 站 ， 
Hr 了 0 A 
显然 ,x 二 X01 二 yorn 一 osP 一 posA 二 1 是 一 个 严格 内 点 可 行 解 . A 
极 小 值 为 0 的 充 要 条 件 是 (1. 90? 有 可 行 解 ， 
{1.91) 是 变量 x,y ,wwv;4 的 线性 规划 ,为 表达 方便 ,不 妨 用 一 
个 新 的 x 表示 所 有 这 些 变 重 , 则 (1. 91) 可 以 改写 成 


min ex 
st Ar —b, (1. 92) 
> 之 人 


值得 注意 ,这 里 的 4,cybx 与 (1. 91) 中 间 样 符号 合意 不 同 . 不 失 
一 般 性 ,假设 c,xEE',A 为 mXn 算 阵 . 为 把 (1.92) 转 化 为 Kar- 
matkar 标准 形式 ,将 所 中 的 正 卦 限 上 映射 变换 成 一 个 单纯 形 , 定义 
变换 


x = Tx xXE EE, x EE E+!, (1. 93) 
具体 形式 是 
1 
和 十 1 
7 a (1. 94) 
+ 二 1] TT Zi 
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其 中 e= (ar sa》 为 已 知 的 内 部 起 始点 ,每 个 分 量 均 大 于 零 ， 
了 (的 道 变换 是 


5 si 一 1 《1.957 
变换 (1. 94) 将 天 中 的 正 赴 限 
P;i= {EE |r0) (1. 96) 
映射 成 "1+! 中 的 单纯 形 
n 十 】 
A= {xXE Elr2 0 x= 1). (1. 97) 
了 


将 (1. 92) 中 四 的 第 i 列 记 作 本 ,定义 定 阵 让 为 


二 


A 1, 98) 
由 税 ,95) (1, 98) 及 Ax 二 b, 易 知 
nr 二 ] 
Daz = 0 A'x = 0. (1. 99) 
了 了 
定义 吕 所 呈 + 如下， 
C= a 一 ] 六， 
CA 一 0， 
则 由 cx 一 0 推出 ex =0. 得 到 变换 问题 
min 人 和 ; 
s,t 由 一 和， 
a 《1. 100) 
Sw =1, 
i=1 
站 


(1, 100) 属 于 Karmarkar 标准 形式 ,可 用 1.8.4 节 提供 的 算法 进 
行 求 解 . 
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2 非 线 性 规划 
2.1 基础 知识 


2.1.1 非 线性 规划 人 问题 


非 线性 规划 处 理 的 问题 是 在 等 式 和 /或 不 等 式 约 东 下 优化 革 
个 目标 函数 , 求 出 最 优 解 . 一 般 表 示 成 : 
min f(x); 
St， git) 0 一 i (2.1) 
h(x) = 0, j= lr yl, 
其 中 EECz) 为 目标 函数 (objective function) ,g(x) ,h(x) 为 
约束 函数 (constraint function) ,这些 函 数 中 ,至 少 有 一 个 是 非 线 
性 函数 . 
约束 条 御 有 时 写成 集约 束 形式 , 今 S=={x|g:(x) 守 0,i 二 1,…， 
mh; X) 一 0 一 1 称 3 为 可 行 祭 或 可 行 域 (feasible 
region).5 中 的 点 称 为 可 行 点 . 这 样 , (2. 1) 中 的 约束 条 件 可 用 集约 
束 表 示 . 


mn fx); 
| (2. 2) 
Sst, XES. 
特别 , 当 E* 中 每 一 点 拘 为 可 行 点 时 , (2. 2) 即 
mn FX,xEeEE', (2,3) 


(2.3) 称 为 无 约束 最 优化 问题 Cunconstrained optimization prob- 
Jem). 
例 2.11 设 有 个 市 场 ,第 j 个 市 场 的 位 置 为 (a;,5)) ,对 某 
二 S77 生 


种 货物 的 需要 量 为 9g;,j 一 1,…,n. 现 计划 建立 吉 个 货 栈 , 第 i 个 货 
栈 的 容量 为 ,i 二 1,*… ,m. 试 确定 货 栈 的 位 置 ,使 各 货 栈 到 各 市 场 
的 运输 量 与 路 程 乘 积 之 和 最 小 . 

建立 数学 模型 . 设 第 i 个 货 本 的 位 置 为 (x; ,yi) ,i 二 1,"…,m. 第 
i 个 货 栈 供给 第 7 个 市 场 的 货物 量 为 ooz 人 一 1 和 天 一 1 
第 i 个 货 栈 到 第 7 个 市 场 的 距离 为 gj 定义 为 


ad;; 二 所 (一 ay 十 Cy; 一 瑟 7 (2, 47 
或 
dj= |x—alt |y,— 5|. (2.5) 
目标 是 使 运输 量 与 路 程 乘 积 之 和 为 最 小 ,如 果 上 距离 按 式 (2. 4) 定 
立 , 就 是 使 
Dw, Vr, 一 Ay? 十 Cy; 一 bY’ 
最 小 , 约 东 条 件 是 
(1) 每 个 货 栈 向 各 市 场 提供 的 货物 量 之 和 不 能 超过 它 的 容 
量 ; 
(2) 每 个 市 场 从 各 货 栈 得 到 的 货物 量 之 和 应 等 于 它 的 需要 
量 ; 
(3) 运输 量 不 能 为 负数 ， 
数学 模型 如 下 ; 
min p> Sw VY ti a + (ye b's 


im j=] 
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由 于 目标 函数 是 非 线性 函数 ,因此 是 非 线 性 规划 . 
下 面 给 出 最 优 解 概念 . 
定义 2.1.23 设 f(x) 为 目标 函数 ,S 为 可 行 域 .x €5, 若 对 
每 一 | xES, 均 成 立 Fe ), 则 称 工 ” 为 如 下 极 小 化 间 题 的 
最 优 解 (整体 最 优 解 }(global optimal solution). 
min fx}, 
s.t， XES. 
定 久 2.13 设 (x) 为 目标 函数 ,5S 为 可 行 域 ,x" E3, 若 存 
在 x "的 * 邻 域 
Nx y= {x |x ox | < e,e > 0}, 
使 得 对 每 个 xESN NCx') ,成立 AD 之 f(x"), 则 称 xz' 为 极 小 
化 问题 
min f(r); 
s.t， XESN 
的 局 部 最 优 解 (local optimal solution). 
对 于 极 大 化 问题 ,可 类 似 地 定义 整 怀 最 优 解 和 局 部 最 优 解 . 


2.12 出 集 与 凸 注 数 


止 集 (convex set} 征 芍 数 (convex function) 在 非 线 性 规划 
的 理论 中 具有 重要 作用 . 下 面 给 出 凸 集 和 凸 画 数 的 一 些 基 本 知识 ， 

i 凸 集 

定义 2.1.4 设 S 为 E" 中 一 个 集合 ,车 对 5 中 任意 两 点 , 连 
结 它们 的 线段 仍 属于 5; 换言之 ,对 5 中 任意 两 点 x ,x 及 每 个 
实数 XE [0,1], 都 有 

XV + -Vr ES， 

则 称 3 为 凸 集 .A 中 十 一 x 中 称 为 x 和 x 的 西 组 合 (convex 
combination ). 

例 2.1.5 超 平 面 (hyperplane》HH 和 {x|p'x 一 a) 为 凸 集 , 
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例 2.1.6 半空 间 (Chalf space) 五 -全 (pzs ce 为 凸 集 ， 

例 2.1.7 射线 工 = {xix==x" 十 和 要, 之 0) 为 凸 集 . 其 中 d 是 
给 定 的 非 零 向 量 ,z' 为 定点 . 

在 是 集中 ,比较 重要 的 特殊 情形 有 凸 锥 和 多 面 集 . 

定义 2.1.8 设 有 和 集合 CCE, 蔡 对 忆 中 每 一 点 x; 当 4 取 任 
何 非 负数 时 都 有 好 EC, 则 称 C 为 锥 , 若 C 又 为 凸 集 , 则 称 C 为 廿 
. 锥 (convex cone )， 


例 2.1.9 ? 维 向 量 ac ,asaw 的 所 有 非 负 线 性 组 合 


下 


{ Ace 放淤 0 一 1 


为 凸 锥 . 

定 闵 2.1.10 有 限 个 半空 间 的 交 {x|Ax 志 4b} 称 为 多 面 集 
(polyhedral set). 其 中 及 为 区 Xn 答 阵 ,8 为 m 维 向 量 , 在 凸 集 的 
理论 及 应 用 中 ,极点 和 极 方向 的 概念 有 着 重要 作用 . 

定妆 2.1.11 设 5 为 非 空 凸 集 ,xE5, 若 x 不 能 表示 成 $ 中 
两 个 不 同 点 的 凸 组 全 ;换言之 , 若 假 设 

二 一 Mr 十 (1 一 Ax2 EC0 1)， 
x ,x ES, 必 推 得 zx 一 x 一 xY2， 则 称 * 是 凸 集 S 的 极点 (ex- 
treme point), 

定义 2.1.12 设 $ 为 声 中 的 闭 凸 集 ,d 为 非 零 向 量 ,如 果 对 
3 中 的 每 一 个 +, 都 有 射线 

位 十 宁 |4 宇 0 入， 
则 称 向 硬 4# 为 S 的 方向 . 又 设 4&2 ,42 是 3 的 两 个 方向 , 若 对 伍 何 
正 数 4, 都 有 dd 关 加 中, 则 称 d* 和 dd“ 是 两 个 不 同 的 方向 ,车 5 的 
方向 4 不 能 表示 成 该 集合 的 两 个 不 同方 向 的 正 的 线性 组 合 , 则 称 
d 为 5 的 极 方 向 (extreme direction). 

显然 ,有 界 集 不 存在 方向 ,因而 也 不 存在 极 方向 . 对 于 无 界 集 
才 有 有 方向 的 概念 , 下 面 给 出 多 面 集 的 一 个 重要 性 质 . 
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定理 2.1.13 表示 定理 (rebresentation theorem) 设 $= 
{x|Ax 一 上 ,x 这 0} 为 非 宝 多 面 集 , 则 有 
(1) 极点 集 非 室 , 且 存在 有 限 个 极点 , x,，… x， 
(2) 极 方向 集合 为 空 集 的 充 要 条 件 是 $ 有 界 . 若 $ 无 界 , 则 存 
在 有 限 个 极 方 向 , 4" ,*…,d". 
(3) xES 的 充 要 条 件 是 
x Tr + Dd, 


i.™l1 ie] 


向 区 0 一 了 

根据 表示 定理 ,对 于 多 面 集 只 需 研 究 其 极点 和 极 方向 . 

下 面 是 一 般 西 集 所 具有 的 重要 性 质 . 

定理 2.1.14 设 S$ 是 忌 中 的 非 空 闭 四 集 ,y 和 3, 则 存在 非 零 
向 量 pp 及 数 >>0, 使 得 对 每 个 xE5 ,成 立 py 之 e 十 px 

定理 表明 , 当 5 为 闭 凸 梨 ,7 所 SS 时 ,能 够 做 一 个 以 p 为 法 向 量 
的 超 平面 ,使 点 和 凸 集 5 各 在 一 边 , 即 将 > 和 3 分 离 . 利用 点 和 
西 集 分 离 定 理 , 易 证 在 凸 集 每 一 边界 点 处 存在 支撑 超 平 面 , 使 吓 集 
位 于 此 超 平面 的 一 侧 ， 

定理 2.1.15 设 S 是 扬中 一 个 非 空 西 集 ,yE 引 , 则 存在 非 
零 向 量 p ,使 得 对 每 一 xEclS ,成 立 py 这 px. 

其 中 区 天 示 集 S 的 边界 ;clS 表示 集合 S 的 闭 包 (closure)， 
即 $ 的 内 点 与 边界 点 组 成 的 集合 ， 

车 两 个 凸 集 的 交集 为 空 集 , 则 可 用 超 平面 将 其 分 离 . 

定理 2.1.16 设 S, 和 5S: 是 居中 两 个 非 空 凸 集 , 且 3 站 3: 一 
疙 , 则 存在 非 零 向 量 ,使 


* I] = 


inf{p'x|lx E Si} sup{p lx € 4,}. 


利用 凸 集 分 离 定理 ,可 以 证 明 Farkas 定理 和 Gordan 定理 , 它 
们 在 最 优化 理论 的 研究 中 具有 重要 作用 . 

定理 2.1.17(Farkas 定理 ) 设 4 为 mxn 失 阵 ,e 为 nn 维 向 
基 , 则 Ax 才 0,c"*x 放 0 有 解 的 充 要 条 件 是 A'y 二 c,y 庆 0 无 解 . 

这 个 定理 把 不 等 式 组 是 否 有 解 与 方程 组 是 和 否 无 非 负 解 相 联 

定理 2.1.18(Gordan 定理 ) 说 4 为 站 xza 算 阵 , 则 4xr<0 
有 解 的 充 杰 条 件 是 不 存在 非 零 向 量 y 守 0, 使 A4'y==0 

2 凸 国 数 

定义 21.19 设 S 为 扬中 的 非 空 凸 集 ,f 是 定义 在 5 上 的 
实 函 数 . 如 果 对 任意 的 x 中 ,x 中 E5 及 每 个 数 XE (0,1) ,都 有 


Aro 十 (一 ze 二 MG + 0 — DAY), 


则 称 了 为 3S 上 的 凸 函 数 (eonvex function). 
如 果 对 任意 相 异 的 x 4 车 ES, 及 每 个 数 AE (O01) :都 有 


fOr + Dat) AMEDD 十 (一 DACro)， 


则 称 了 为 S 上 的 严格 凸 函数 (stricetly convex function )， 

如 果 一 为 S$ 上 的 三 函 数 , 则 称 六 为 5S 上 的 止 国 数 (concave 
function), 

下 面 列举 凸 活 数 的 一 些 性 质 . 

定理 2.1.20 设 是 定义 在 凸 集 S 上 的 西 函数 ,实数 4 衬 0， 
则 Af 也 是 定义 在 5 上 的 西 函数 ， 

定理 2.1.21 设 . 所 和 上 产 是 定义 在 凸 集 3S 上 的 凸 函 数 , 则 户 
十 i 也 是 定义 在 3$ 上 上 的 凸 函 数 ， 

由 上 述 两 个 性 质 可 知 , 有 限 个 凸 函 数 的 非 负 线性 组 合 仍 为 凸 
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函数 . 

定理 2.1.22 设 3 是 号 中 一 个 非 空 凸 集 ,/ 是 定义 在 3S 上 
的 凸 函数 , 则 水 平 集 (level set)S,= (zlxzES,Aoosay 是 西 集 . 

关于 连续 性 ,有 下 列 结论 : 

定理 2.1.23 设 S 是 镍 中 一 个 山 集 ,了 是 定义 在 S 上 的 凸 
函数 , 则 在 3 的 内 部 连续 ， 

定理 2.1.24 设 了 是 一 个 凸 函 数 ,zE 配 ,在 zx 处 Fr) 取 有 
限 值 , 则 了 在 x 处 沿 征 何 方向 # 的 右 侧 导数 及 左 侧 导 数 都 存在 { 包 
括 士 ce). 

山 函 数 的 重要 性 在 于 下 面 的 基本 性 质 ， 

定理 2.1.25 设 5 是 "中 非 空 凸 集 , 广 是 定义 在 S$ 上 的 西 
冰 数 , 则 在 5S 上 的 局 部 极 小 点 是 整体 极 小 点 ,上 且 极 小 点 的 集合 
为 凸 集 . 

运用 凸 函 数 的 定义 及 性 质 判 断 一 个 函数 是 否 为 叫 散 数 ,一 般 
说 来 ,比较 复杂 , 下 面 给 出 可 微 函 数 为 凸 函 数 的 充分 必要 条 件 , 运 
用 这 些 条 和 件 趟 难 判 断 一 个 可 微 函 数 是 和 否 为 凸 函 数 . 先 给 出 梯度 和 
Hesse 矩阵 的 定义 . 

定义 2,1.26 设 浮 数 了 (x) 存在 一 阶 偏 导数 ,xE 声 , 则 称 向 
量 


a A) DT 
VI) = i 起 


为 了 (x) 在 点 处 的 梯度 (gradient). 

梯度 的 方向 是 在 该 点 函数 值 上 升 最 快 的 方向 . 

定义 1. 罗 设 函 数 六 zx) 存在 二 阶 偏 导数 ,* 筷 三, 则 称 矩 
阵 
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ex) 8 382) 


Br Br ar, 
az) OF fr) 
wifCx) 一 azsdari ar Arear, 
EA OAC 是/i 
ra Greatrs ar? 
为 fix) 在 点 x 处 的 Hesse 算 阵 . 
例 2.1.28 设 二 次 函数 
(x) = 冯 TAx 二 blx+e, 
其 中 有 4 为» 阶 对 称 方 阵 ,x;8 为 维 列 向 量 ,c 为 常数 , 刚 x) 在 x 
让 的 梯度 及 Hesse 矩阵 分 别 为 
VICxX) = Ar 二 +b, 
VIX) = A, 


下 面 列 举 可 微 西 函数 的 一 阶 , 二 阶 判 别 杀 件 : 
定理 2.1.29 设 5 是 EF 中 非 空 开 目 集 ,f(x) 是 定义 在 5 上 
的 可 微 函 数 , 则 f(r) 为 西 函 数 的 充 要 条 件 是 对 任意 两 点 x ,x 号 
ES5, 成 立 
FD fr) + VA — x ), 
而 六 xz) 为 严格 凸 函数 的 充 要 条 件 是 对 任意 相 蜡 的 xxc 拓 3 成 
i. 
Fr) > CD 十 wx TY 人 _ yy. 
此 条 件 称 为 可 微 函 数 的 一 阶 判 别 条 件 . 
定理 2.1.30 设 5 是 Er 中 非 空 开 凸 集 ,fC(x) 是 定义 在 5 上 
的 二 次 可 微 沙 数 , 则 F(x) 是 凸 函 数 的 充 要 条 件 为 在 每 一 点 xES 
处 Hesse 答 阵 是 半 正 定 的 ， 
定理 2.1.31 设 $ 是 扬中 非 空 开 屿 集 ,f(x) 是 定义 在 S 上 
的 二 次 可 微 函 数 , 如 果 在 每 一 点 x*ES,Hesse 矩阵 是 正定 的 , 则 
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Frx) 为 严格 凸 男 数 . 
注意 ”最 后 一 个 定理 的 逆 定 理 不 成 并 若 六 xz) 是 定义 在 3 上 
的 严格 凸 函 数 , 则 在 每 一 点 xES 处 ,Hesse 矩阵 是 半 正 定 的 ， 
利用 以 上 玫 个 定理 鹤 易 判别 一 个 可 微 函 数 是 否 为 西 画 数 , 特 
别 对 于 二 次 通 数 , 是 很 方便 的 . 
例 2.1.32 给 定 二 次 函数 
Cr 一 2 十 好 一 2 十 了 十 工 


4 一 2|1Txi 
][ |+atl 
一 2 2 rr 


由 于 在 每 一 点 (ziyzz》 处 Hesse 抵 阵 
2 4 一 2 
SF = | ? ] 


2 
是 正定 的 ;因此 A(x) 是 严格 是 清 数 ， 

3 凸 规 划 

定义 2.1.33 若 在 式 (2.1) 中 ,f(x) 是 是 晴 数 ,gi(x) 是 四 炒 
数 ,A(z) 是 线性 函数 , 则 问题 为 求 凸 一 数 在 凸 集 上 的 极 小 点 ,这 类 
问题 称 为 凸 规划 (econvex program). 

凸 规划 是 非 线性 规划 中 的 一 种 重要 特殊 情形 , 它 具 有 很 好 的 
性 质 ,正如 定理 2. 1. 35 所 述 , 廿 规划 的 局 部 极 小 点 就 是 整体 极 小 
点 ; 且 极 小 点 集合 是 凸 集 . 如 果 凸 规划 的 目标 函数 是 严格 凸 菠 数 ， 
马 存 在 极 小 点 , 则 它 的 极 小 点 是 唯一 的 ， 


2.1.3 无 约束 问题 的 极 值 条 件 
考虑 问题 


| 
~ 
| 
所 
名 
rr 
| 


min (xx ED. 
先 给 出 局 部 极 小 点 (local minimum poirit) 的 一 阶 必要 条 件 . 
定理 2. 1.34 设 函 数 f(x) 在 点 x 处 可 微 ,若是 局 部 极 小 
点 , 则 梯度 VX) 二 0. 
» 95 。 


再 利用 A(x) 的 Hesse 矩阵 给 定局 部 极 小 点 的 二 阶 必要 条 件 . 
定理 2.1.35 设 明 数 /(x) 在 点 x 处 二 次 可 微 , 若 * 是 局 部 极 
小 点 , 则 梯度 fCr) 二 0 并且 Hesse 矩阵 WV*A(x) 是 半 正 定 的 . 
上 述 条 件 均 非 充 分 条 件 , 曾 述 充 分 条 件 需 要 Hesse 矩阵 具有 
正定 性 ， 
定理 2.1.36 设 函 数 f(x) 在 点 x 处 二 次 可 微 ,车 梯度 
VACX)= 二 0, 且 Hesse 矩阵 VFX) 正定 , 则 x* 是 局 部 极 小 点 ， 
例 2.1.37 利用 极 值 条 件 求解 下 列 问 题 : 


min f(x) 生计 开 十 当 台 一 媒 一 各 


3 
解 根据 A(x) 的 定义 ,有 


令 Y7Cr)=D0 即 好 一 1 一 0,z 一 2r 一 0 解 此 方程 组 得 到 驻 点 


x 二 [ox 二 jx” | RE 二 六 ,| 
0 2 D 2 


函数 (x) 的 Hesse 矩阵 为 
27i 0 
VF(X) = | 0 zx, ,| 
由 此 可 知 , 在 点 x 了 ,x 人 ,x 加 ,x 个 录 的 Hesse 矩阵 依次 是 


2 "| DD "| 
£t 0 一 ,7 0》 一 ， 
f(x) [| ,2 fx 0 2 


一 2 9 一 2 0 
ve ov =- | ,| 
由 于 怎 阵 YA7Kxz， ex ?不定 ,根据 定理 2.1.35,x 和 x 
不 是 极 小 点 , 在 点 x 矩阵 V/ACx) 是 负 定 的 ,因此 x 也 不 是 极 
小 点 ,实际 上 它 是 极 大 点 . 矩阵 ?f(x 中) 正定 ,根据 定理 2. 1. 36， 
x 是 局 部 极 小 点 . 
96、 


2.1.4 约束 向 题 的 最 优 性 条 件 


考虑 约束 问题 ， 
mn A(x); 
St, BAY0 i= 1 ,m, {2.6) 
Ai) = 0, j= 1 
可 行 域 为 
Si{x|lgG) B07 = 1 mih(r) = 0;7 = 1 tl)}. 
下 面 介 绍 几 个 经 常用 到 的 概念 . 


定义 2.1.38 设 了 f(x) 是 启 上 的 实 函 数 ,d 是 非 竺 向 量 ,x€ 
E". 若 存在 数 3>0, 使 得 对 每 个 实数 4E (0,9) ,者 有 ACxz 十 AD) < 
Fr), 刚 称 如 为 画 数 Fr) 在 二 处 的 下 降 方向 (descent direction)， 

如 果 (x) 是 可 微 函 数 , 且 六 FOXY)TA 过 0, 则 4 必 为 fx) 在 x 
处 的 下 降 方向 . 

定义 2.1.39 设 集 合 SCE",xEclS,d 是 非 零 向 量 , 若 存在 
数 S>>0, 使 得 对 每 一 个 数 4E (0,5), 都 有 十 六 E5, 则 称 4d 为 集 
全 5 在 x 处 的 可 行 方向 (feasible direction ). 

S 在 x 处 所 有 可 行 方向 组 成 的 集合 D= {dld 关 0,xEdS,3 6 
>0, 使 得 ¥ AE (0,6), 有 十 宁 ES} 称 为 在 x 处 的 可 行 方向 锥 
(cone of feasible directions), 

定义 .1.40 设 5 是 所 中 一 个 非 空 集合 ,xEclS, 集 合 全 = 
{a| 存 在 x*ESyx 一 ,以 及 为 >>0, 使 得 4 一 limXh 《x 一 x#)), 划 
称 了 为 集合 S 在 点 x 的 切 锥 (tangent cone). 

根据 上 述 定义 ,如 果 序 列 {x 中 }CSS 收 铺 于 ,x 中 关 x, 使 得 

lim(x® 一 x x 一 2 =d, 
则 方向 dET. 
定义 2.1.41 问题 (2.6) 中 , 任 给 一 点 xES 后 ,有 些 不 等 式 
和 o7 的 


约束 在 x 处 成 立 等 式 ,它们 的 下 标 集 不 妨 用 了 表示 , 即 Y i€7, 均 
成立 gi(x) 一 0, 通 常 特约 永 条 件 g(x) 庆 0GE7T) 和 等 式 约束 有 (x) 
一 900 二 1 ,站 一 并 称 为 在 x 处 起 作用 约 刘 (active constraint 》. 

起 作用 约束 在 x 的 邻 域 限制 了 可 行 点 的 范围 ,也 就 是 说 , 当 点 
沿 某 些 方向 稍微 离开 x 时 , 仍 能 满足 这 些 约束 条 件 ; 而 沿 着 另 一 些 
方向 离开 x 时 ,不 论 步 长 多 么 小 ,都 将 违背 这 些 约束 条 件 . 

其 余 约 束 情形 则 不 同 , 当 点 稍微 离开 x 时, 不论 沿 什么 方向 ， 
都 不 会 违背 ,这 些 约束 称 为 在 x 处 不 起 作用 约束 . 

这 里 先 给 出 一 阶 必 要 条 件 ， 

定理 2. 1. 42(Fritz John 条 件 ) 设 在 问题 (2.6) 中 ,x 为 可 行 
点 ,了 二 位 [g(x 二 0} ,各 GE 在 x 可 微 ,gi(i 拟 站 在 点 x 连 
续 ,,(j 二 1,… ,站 在 x 连续 可 微 . 如 果 是 局 部 最 优 解 , 则 存在 不 
全 为 零 的 数 watED 和 mi0 一 1…… 国 ,使 得 


电 
wo f(x) 一 2 V8) 一 ZVhC) 一 0， 


Wo 0 TT 
通常 将 满足 Fritz Jobhn 条 件 的 点 称 为 Fritz John 点 . 
定理 2.1.43(Kuhn-Tucker 定理 ) 设 在 问题 ‘2, 6) 中 ,x 为 
人 可行 点 ,T=fi|lgix) 一 0),f 和 gtiEDn) 在 点 x 可 微 ,g;(i 攻 1) 在 点 
x* 连续 ,hi(j 二 1,… ,站 在 点 x 连续 可 微 ,向 量 集 {WV g(x)，Vh(x) | 
i€ 1 了,j 一 1 了 线性 无 关 . 如 果 上 是 局 部 最 优 解 , 则 存在 非 负 数 
ui 人 人 7 和 数 四 (人 一 1 有， 使 得 


VA) 一 Ve (xz) 一 Duh (x) = 0. 
由 上 述 定 理 知 ， 在 最 优 解 处 ， 目标 函数 的 梯度 可 用 起 作用 约束 
梯度 的 非 负 线性 组 合 及 等 式 约束 梯度 的 线性 组 合 来 表示 ,上述 条 


件 还 可 写成 等 价 形式 : 
a OB * 


m i 
VC) DV SuvVh) =0. (2.7) 
:=1 


isl 
wigi (XY = Os = lss, 《2. 8) 
C2. 8) 称 为 再 补 松 弛 素 件 (combplementary slackness condition)}. 
下 面 定 义 Lagrange 函数 ， 


m i 
Lg wn) = fr) 一 > 一 Dvh(x) (2.9) 
i=1 i=1 


《2. 7 可 写作 安江 (人 ,一 0 其 中 几 一 (romJTy 一 Co， 
ww) 称 为 K-T 乘 子 ,w 和 * 也 称 为 Lagrange 乘 子 (Lagrange mul- 
tipliers). 一 阶 必 要 条 件 可 以 表达 为 
VW rr) = 0, 
gA(T) E00 = lr 
hr =0 i= ll, (2,10) 
WBA = 0 f= ,hs 
tw 0 = 1 mm, 
对 于 凸 规划 ,下 面 给 出 最 优 解 的 充分 每 件 . 
定理 21.44 设 在 式 (2. 6) 中 ,了 是 西国 数 ,giG 一 1 是 
加 丽 数 ,六 人 一 1 站 是 线性 函数 ,可 行 域 为 S,x 和 ES 一 
fl&Gx) 一 0} ,用 在 zx 处 Kuhn-Tucker 必要 条 件 成 立 , 即 存在 zw 
闻 0GE 门 及 ui 一 1 使 得 
了 
TE) 一 ywgiGED 一 DTh x) 一 0， 


‘Er 了 


则 xz 是 整体 最 优 解 . 
例 2.1.45 求 下 列 问 题 的 最 优 解 ， 
min 《zi 一 2 十 (zs 一 1 
3.t. 一 了 十 Xz 守 洛 ， 
一 一 ZX, 十 2 守 0. 
» 9» 


解 ” 先 求 满 是 Kuhn-Tucker 必要 条 件 的 点 ,简称 Kuhn- 
Tucker 点 . 目标 函数 和 约 东 图 数 的 宰 度 分 别 量 
_ 2cr 一 2] 
Ladr 一 1 站 


一 2X 
AAA) 一 | ] |， 


一 工 
Yetr) = l | 


对 于 这 个 问题 一 阶 必 要 条 件 (2.10) 如 下 ; 
2tX) CO— 2) 二 207i 十 2402 = 0， 
2(72 1 wT w= 0, 
TI 一生 十 了 一 站 
Tt 一 2 一 Ta 十 2 一 人 0 
一 好 十 zz 六 0， 
一 X 一 Xt 十 2 之 0， 
tote 2 OO. 


求解 上 述 问题 ,得 到 


lw 

x 二 (1;,1)" 是 Kuhn-Tucker 点 。 由 于 本 例 是 是 规划 ,根据 2. 144 ,x 
是 这 个 问题 的 整体 最 优 解 . 参看 图 2. 1. 

最 后 ,给 出 局 部 最 优 解 的 二 阶 必要 条 件 和 充分 条 件 ， 

定理 2.1.46 设 Y 是 问题 (2.6)? 的 局 部 最 优 和解 ,六 si = 
1 和 号 C 一 1 二 阶 连续 可 微 ,并 存在 满足 (2. 10) 的 乘 
子 mw 一 (zol yz 和 YY= (oo 再 设 在 点 x 约束 规格 (con- 
straint qualification)G = 成 立 , 则 对 每 一 个 向 量 4EG, 都 有 

dViL(X Wd > 0. 


YA) 


其 中 
“100 ， 


( 于 《无 芍 东 极 小 点 ) 


Ed i 
TAWA = VE Dg 一 Doh Cx) 
1m] 二] 


是 Lagrange 请 数 上 (xywy 让 在 点 x 关于 x 的 Hesse 矩阵 ， 
为 解释 定理 2.1. 46 中 的 蕊 和 工 , 运 用 在 点 x 处 起 作用 约束 定 


义 一 个 集合 
5 gCx) 这 0 TH 有 w= 0 
(x) = 0,7 = 1 


定理 中 的 集合 避 是 集合 5 在 x 的 线性 化 锥 ,其 定义 为 
Vax do0:EITHw>0 
G= | | 《2. 11) 


Ve(xd 0,r:EIlIHw=0 
Th 一 0 一 1 
邓 是 集合 5 在 x 的 切 锥 .定理 2.1.46 中 所 用 约束 规格 即 :5 的 线 
性 化 锥 与 切 锥 相等 . 这 个 约束 规格 不 便于 检验 ,可 代 之 以 其 他 约束 
规格 ,比如 ,假设 向 量 组 Vg;(x) GED YA) Ci 一 1 线性 
无 关 . 可 以 证 明 , 关 后 者 成 立 , 则 定理 2.1.46 中 所 用 约束 规格 也 
+ 101* 


gx = OEITHw,>> "| 


成 立 . 
定理 2.1.47 设 在 问题 (2.6) 中 ,ff ,gC 二 1 29) 和 h(j 二 
1,…… ,1) 二 次 连续 可 微 ,x 为 可 行 点 ,存在 丑 季 w= (wi、… ww。) 和 
二 (ai) 使 条 件 (2. 10) 成 立 , 且 对 每 个 向 量 4EG, 都 有 
ET 人 0 
则 x 是 严格 的 局 部 最 优 解 ， 
其 中 集合 如 是 由 避 中 非 零 向 量 组 成 的 集合 .C 的 定义 如 
《2. 11). 
例 2.1.48 考虑 于 列 非 线性 规划 
min xi (x; — 2)°; 
St, prixzx,= 0, 
其 中 放 为 某 个 实数 .讨论 点 x 中 一 (0,0)" 是 否 为 局 部 最 优 解 . 
解 晶 标 通 数 (x) 和 约束 函数 hlx) 在 x 中 点 的 梯度 分 别 为 


0 0 
VA) 一 | 中 Vh(x™) = | | 


1 
[_ 
yg = ， 
一 下 一 】 站 
得 到 “一 4, 可 知 x 沁 是 Kuhn-Tucker 点 , Lagrange 函数 为 
Lr) = 二 (xo — 2) — v(xr? — 7x,), 


它 关 于 工 的 Hesse 短 阵 是 
;» [2 2Bw 0 
Y= | 0 ,| 
在 点 x 处, 有 
ve [i | 


集合 它 中 的 元 素 d= (C4,,0)", 其 中 4 可取 任 何 实 数 .这 时 有 
* 1]02*» 


dViL(x ,rd 一 201 一 48)ci， 

当 B<1/4 时 ,对 每 一 个 向 量 dEG, 有 VL 上 (x,v)d>0, 因 
此 xz 一 (0,0)7 是 局 部 最 优 解 . 

当 p>1/4 时 ,对 每 一 个 向 量 dEG, 有 V(x vd<0,; 此 
时 在 点 x" 不 满足 局 部 最 优 解 的 二 阶 必 要 和 条件, 因此 x'* 一 (0,0)7 
不 是 局 部 最 优 解 ， 

当 8 二 174 时 ,利用 三 阶 条 件 得 不 出 结论 . 可 用 其 他 方法 进行 
判断 , 这 时 原 问 题 为 : 


min xXx? 十 {Xz 一 2 
1 
$s. t, i 一 工 ; 一 0, 


利用 约束 条 件 , 从 目标 函数 中 消去 一 个 变量 ,把 约 曙 问题 转化 成 无 
约束 问题 ; 
min dz + (x ~ 人) 
易 知 xm 一 (0,0) 是 局 部 最 优 解 . 
可 见 x 是否 为 房 部 最 优 解 ,与 参数 8 的 取 值 有 关 ., 当 AP 入 174 
时 ,是 局 部 最 优 解 ; 当 8>174 时 ,不 是 局 部 最 做 解 . 


2.1.5 一 维 搜索 


求解 非 线 性 规划 所 用 的 计算 方法 ,最 常见 的 是 迁居 下 降 算 法 ， 
其 一 般 步 又 是 ,得 到 点 x 中 后 , 接 某 种 规则 确定 一 个 方向 gd 中 ,从 
x 出 发 沿 此 方向 在 直线 (或 射线 ) 上 求 目标 函数 的 极 小 点 ,从 而 得 
到 x 的 后 继 点 x**?. 再 从 re+0 出 发 重复 以 上 步骤 ,直至 求 得 问 
题 的 解 .这 种 方法 称 为 一 维 搜索 ,或 线 搜 索 (line search). 

一 维 搜索 可 归结 为 单 变量 函数 的 极 小 化 问题 . 设 趾 标 焉 数 为 
(2) ,过 点 xm 沿 方向 4 的 直线 可 用 点 集 来 表示 , 记 作 

L= {rr = 十 要 中 ,一品 之 A oo0). 
求 Fe 在 直线 工 上 的 极 小 点 转化 为 求 一 元 函数 
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PVD — Flx® 十 MM) 
的 极 小 点 . 
以 下 考虑 的 问题 一 律 记 作 
min f(r) xwEE. 《2. 12) 
1 黄金 分 割 法 (0. 618 法) 
先 介绍 黄金 分 割 法 (golden section method) 原 理 ， 
设 了 是 定义 在 区 间 [e, 纪 上 的 单 变量 x 的 函数 . 假定 了 上 是 单 
峰 的 , 即 有 唯一 的 极 小 点 ,在 此 假设 下 ,可 以 选择 两 个 试探 点 ,使 包 
舍 极 小 点 的 区 间 缩 短 . 比如 职 点 ,pCa,8), 令 为 三 pa; 极 小 点 
记 作 之, 必 有 下 列 两 种 情形 之 一 : 
《1) 如 果 Fi Fn 则 了 人 E[ 5; 
《2) 如 果 As 委 Aa), 则 xE[eyo]， 
黄金 分 割 法 的 基本 思想 是 ,通过 选择 试探 点 缩短 包含 极 小 点 的 区 
间 , 不 定 区 间 缩 得 到 一 定 程度 时 ,区 间 内 任 一 点 都 可 作为 极 小 点 的 
近似 ， 
初始 区 间 记 作 [ai;bj, 第 上 次 壕 代 时 不 定 区 间 记 作 [ax ;二 


黄金 分 割 法 计算 试探 点 的 公式 如 下 : 
访 二 4 十 0. 382(b 一 as {2, 137 
了 一 十 0D618(0 — 二) (2, 14) 


运用 黄金 分 割 法 ,第 1 次 进 代 取 两 个 试探 点 丸和 种, 以 后 每 
次 迭代 中 ,只 需 接 照 公 式 (2. 13) 或 (2. 14) 新 算 一 点 . 
计算 步骤 ， 
(1) 置 初始 区 间 [Le, 吉 ] 及 精度 要 求 工 >0, 计 算 试探 点 办 和 
mA ,计算 函数 值 FW) 和 fC), 计算 公式 是 ; 
=a 十 0.382(5 一 qi)， 
一 ay 十 0.618C — a). 
令 一 1 
+，104。 


《2) 车 名 一 ae< 工 , 则 停止 计算 . 否则 , 当 (4) > Fa 时 , 转 
C3); 当 US) 时 ， 转 (4). 

《3) 置 a 二 入 Bi 二 Br 二 十 0. 6618 名 + 一 
qx+1). 计算 函数 值 /C601), 转 C5)， 

4) 置 4 二 Qi Bi 二 par 二 A 二 +1 二 0. 382C6441 一 
az+1) :计算 函数 值 六 4) , 转 (5)， 

(5) 置 点 : 一 上 十 1 返回 (2). 

2 Fibonacci 法 

这 种 方法 与 黄金 分 割 法 类 似 , 也 是 用 于 单 峰 函数 ,在 计算 过 程 
中 ,第 1 次 达 民 需要 计算 两 个 试探 点 ,以 后 每 欣 和 迭代 只 需 新 算 一 
点 , 另 一 试探 点 取 自 上 次 挝 代 . Fibonacei 法 与 黄金 分 割 法 的 主要 
区 别 在 于 区 疗 长 度 缩 短 比率 不 是 常数 ,而 是 由 Fibonacci 数 确定 . 

定义 2.1.49 设 有 数列 {Fi) ,满足 条 件 : 

1) FE,= Fl=1, 

C2) Fri = FR =1l, 2 
则 称 { 为 Fibonacci 数列 ， 

Fibonacci 数列 表 如 下 ， 


本 全 


Fibonacci 法 在 先 代 中 计算 试探 点 的 公式 为 
PE < 一 他 十 tb, 一 ;| 二 一 1 一 C2. 15) 
是 一 下 十 1 


上 二 G4 十 Eb 一 GD)= ln 1. ‘(02.16) 
上 一 旧 十 】 


其 中 ”是 计算 函数 值 的 次 数 (不 包括 初始 区 间 端 点 的 计算 ), 需 要 


事先 给 定 ， 
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设 初始 区 间 长 诬 加 一 a 及 精度 要 求 (最 终 区 和 间 长 度 } 工 已 知 ， 
可 以 求 出 计算 函数 值 的 次 数 a 不 包括 初始 区 间 映 点 函数 值 的 计 
算 ). 令 名 一 as 委 工 , 即 


六 他 一 ay》 EL, 
由 此 推出 


这 


6, 一 
-了 [2.17) 


先 由 52. 17)? 求 出 Fibonacci 数 F., 再 根据 下, 确定 计算 函数 值 的 次 
数 zz 

运用 Fibonacci 法 时 ,应 注意 下 列 问题 : 

由 于 第 1 次 迭代 计算 两 个 试探 点 ,以 后 每 次 计算 一 个 ,这 样 经 
过 a 一 1 次 选 代 就 算 完 个 试探 点 .但 是 ,在 第 4 一 1 次 迭代 中 并 没 
有 选择 新 的 试探 点 , 根据 公式 (2. 15) 和 (2. 16) , 必 有 


入 -一 和 -1 一 坟 (6 十 as_12， 


而 为- 各 -; 中 的 一 个 取 自 第 一 2 次 送 代 中 的 试探 点 . 为 了 在 第 
n 一 1 次 灶 代 中 能 够 缩短 不 定 区 他, 可 在 第 ”一 2 次 述 代 之 后 ,这 时 
已 确定 出 和 -一 上 -在 丸 -! 的 右边 或 左边 取 一 点 , 令 
= 

其 中 辨别 常数 8>>0. 

计算 步 又 ; 

《1) 给 定 初始 区 间 [e :6 ] 和 最 终 区 间 长 度 工 . 求 计算 函数 值 
的 次 数 ,使 

F, (tb — ai/L, 

置 辨别 常数 3>>0. 计算 试探 点 如 和 gs, 根据 公式 (2.15) 和 (2. 16) 
有 : 


F,- 
Eb 一 全 和 


A 一 4 十 
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FF 
F 三 1 十 6 — a1)， 


计算 函数 值 4) 和 f(ya). 置 =1. 
(2) 若 六) 之 fa); 则 转 C63)3 否则 , 即 WD) 雪 Ap4);: 则 转 
(4), 
(9) 售 qi 二 让 1 二 二 :起 4 一 p14: 计 算 试探 点 parti: 
Mert 一 G4+1 十 6 一 G+), 
车站 二 一 2, 风 转 (6) ;否则 ,计算 函数 值 ftp4.1), 转 (5》. 
(4) 令 airl 一 asairl 一 ps 一人， 计算 ri: 


本 一 此 一 


hs 一 Gu+l 十 F 


2 Cb 一 + + 


若 一 2 一 2, 则 转 (6); 和 否则 ,计算 函数 值 fh41), 转 (5). 
(5)》 署 大 3 一 上 十 1, 转 (2)， 
(6) 念 六 一 六 -和 几 一 入 -十 ,计算 函数 值 了 CW) 和 (ps). 
车 4 之 /pm); 则 令 | 
an 一 友人 = bl 
若 AD 所.8m) 则 令 
dn 一 dlnbs = A 
停止 计算 , 极 小 点 含 于 [Las ,5,j. 
3 Newton 法 
设 问 题 C2. 12? 中 ,787z) 二 次 可 短 . 
Newton 法 的 基本 思想 是 ,在 估计 点 xz 附近 使 产 (x) 线 性 化 ， 
并 求 出 这 个 线性 函数 的 零点 , 这 样 就 得 到 一 个 估计 点 zs 由 此 推 
出 选 代 公 式 
大 cc (2. 18) 


Tt+1 一 Te Fry 
运用 公式 (2. 18) 进 行 选 代 , 直 至 
xz 一 2 < 或 | 户 (zi < 
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时 , 选 代 终 正 . 其 中 :是 事先 给 定 的 精度 . 
运用 Newton 法 时 ,初始 点 的 选择 十 分 重要 , 若 初始 点 靠近 极 
小 点 , 则 很 快 收 伍 ; 如 果 初 始点 远离 极 小 点 ,入 代 产 生 的 点 列 可 能 
不 收 敏 于 极 小 点 . 
定理 2.1.50 设 Fz) 存 在 连续 三 阶 导数 ,满足 己 (z) 一 0， 
PCz) 天 0 初始 点 zz 充分 接近 , 则 Newton 法 产生 的 序列 {zx} 至 
少 以 2 阶 收 伍 速率 收效 于 > 
定理 2. 1. 50 用 到 收 剑 阶 的 概念 ,定义 如 下 : 
定义 .1.51 设 存 在 一 序列 {ro xuE 本 , 收 侣 于 点 天 ,并 
且 对 所 有 充分 大 的 天 有 x 个 冯 x. 如 果 存 在 数 p 和 xx#0, 使 得 
lim xo — xl 二 
tr x Cx? 
则 称 序列 {x 中 } 为 2 阶 收 襄 ， 
如 果 记 ==1; 则 称 {x 中 ) 的 收 误 速率 是 线性 的 . 
4 ”基线 法 (secant method) 
这 种 方法 的 基本 思想 是 ,用 割 钱 站 近 有 目标 函数 的 导 函 数 曲 线 
3 一 靖 (Kxr), 把 割 线 的 考点 作为 目标 函数 驻 点 的 情 计 ,如 图 2.2 所 
A 


由 此 推出 迭代 会 式 
一 


AtTL 一 了 一 PFO) Fr) 一 Pe nf CITE), (2, 19) 

用 这 个 公式 进行 选 代 , 得 到 序列 {ztj ;可 以 证 明 , 在 一 定 条 件 下 ,这 
个 序列 收 就 于 解 ， 

定理 2.1.52 设 A(x) 存在 连续 三 阶 导 数 ,满足 疡 (xz) 一 0， 
.PCz)50, 若 zx 和 xs 充分 接近 这 ; 则 割 线 法 产生 的 序列 {zx} 收敛 
于 x, 且 收 敏 阶 为 1, 618. 

5 抛物 线 法 ‘parabolic methed) 

抛物 线 法 的 基本 思想 是 ,在 极 小 点 附近 ,用 二 次 三 项 式 副 近 目 
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图 2.2 


标 关 数 fr), 令 此 二 次 三 项 式 与 f(x) 在 三 点 zj 之 x 所 xs 处 有 相 
邮 的 函数 值 ,并 假设 Fr>>Fz) (zo) 之 f(z3), 求 二 次 三 项 式 
的 极 小 点 ,作为 x) 极 小 点 的 一 个 估计 ,从 而 得 到 过 和 代 公式 如 下 : 
-ri zf) 十 (z TF x) Cr — rE) fs) 
TT Ar — zd) fOr) + Ces — x) fv) + ri — xo) flr) 
《2. 20) 
Zs 作 鸭 zz) 的 极 小 点 的 一 个 舍 计 . 再 从 zzrayzs sr 中 选择 
目标 通 数 值 最 小 的 点 及 其 左 . 右 两 点 ,给 予 相应 的 下 标 , 即 中 间 一 
点 记 作 x, 左 \ 右 两 点 分 别 记 作 xz; 和 xz, 代入 公式 (2. 20), 求 出 极 
小 点 的 新 的 估计 秆 z+1; 依 此 类 推 ,产生 点 列 {x4}. 在 一 定 的 条 件 
下 ,这 个 点 列 收 敏 于 问题 的 解 , 其 收 侣 阶 为 1. 3, 在 实际 应 用 中 ,只 
要 满足 精度 要 求 即 可 . 一 般 用 目标 函数 的 下 降 量 或 位 移 来 控制 , 即 
当 


fra) — fxr) | es 
或 者 当 
| Tht i i < 
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时 ,终止 选 代 . 其 中 ,6 为 事先 给 定 的 允许 误差 ， 

注意 ,三 个 初始 点 zj 之 x 过 xz; 的 选择 ,必须 满足 

fx) > flr) fra) < Ca 

这 样 才能 保证 极 小 点 在 区 间 (z ,x3) 内 . 

6 三 次 插值 法 (eubic interpolation methoed) 

二 点 三 次 插值 法 的 基本 思想 是 , 取 两 个 初 点 x 和 ratzt< 
Tz) ,使 得 户 (rz <0 及 (za)>0, 构 造 一 个 三 次 多 项 式 , 使 它 与 
zx) 在 zz 和 x: 处 有 相同 的 函数 值 及 导数 值 , 用 这 个 多项式 的 极 
小 点 作为 Arz) 极 小 点 的 估计 值 . 用 此 方法 的 千代 公式 为 


Fr) 二 ow 


T= X(t — 1) 1 FO) Fony Siw ， 


(2. 21) 
其 中 v 和 利用 下 列 公式 计算 ， 
= A (2. 22) 
vs— Fm) — Flr). (2, 23) 
wi = FTOF (ra). (2, 24) 


车 | 产 (z) | 充分 小 ; 则 可 作为 f(x) 的 可 接受 的 极 小 点 ; 否 
则 ,从 xz. ,xz 和 之 中 确定 两 个 搬 值 点 ,再 利用 上 述 公 式 进 行 计算 . 

计算 步 又 ， 

(1) 给 定 初始 点 cyza 计算 zDD yr Pr rs) 要 
求 满足 条 件 :xz 宇 zi, 广 (Cz)<0, 户 (zr2) >0, 给 定 允许 误差 82>0. 

(2) 按照 公式 (2. 22) 一 (2. 247 和 (2. 21) 计 算 syro 和 工 . 

(3) 若 |z; 一 zj 安 G, 则 停止 计算 ,得 到 点 ;否则 ,进行 (4)， 

C4) 计算 C0), 户 C2). 车 产 (x) 二 0, 则 停止 计算 ,得 到 点 工 . 

车 疡 人 )<<0, 则 令 二 zz) 二 (7) 户 (z 一 户 (z)， 转 
(2). 

车 广 () 守 0, 则 令 zo 一 zz) = 了 2) (zx) = f(T), 
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转 (27>. 


2.2 无 约束 非 线性 规划 


考虑 问题 ， 
min ANr),xEeEE (2, 25) 

求 f(x) 在 户 中 的 极 小 点 ,一 般 通 过 一 系列 一 维 搜索 来 实现 ， 
其 核心 问题 是 选择 搜索 方向 . 搜索 方向 不 同 则 形成 不 同 的 最 优化 
方法 . 

无 约 东 闻 题 的 最 优化 方法 一 般 分 作 两 类 ;一 类 在 计算 过 程 中 
使 用 导数 ,可 称 为 使 用 导数 的 最 优化 方法 : 另 一 类 在 计算 过 程 中 只 
用 到 目标 函数 ,通常 称 为 直接 方法 . 本 节 中 , 首 完 给 出 使 用 导数 的 
方法 ,然后 介绍 直接 方法 . 


2.2.1 最 速 下 降 法 


最 速 下 隆 法 (steepest descent method}) 由 法 国 数学 家 Cauchy 
于 1847 年 首先 提出 , 这 种 方法 ,在 每 次 达 代 中 , 沿 最 速 下 降 方向 
《 负 梯 关 方 向 ?进行 搜索 . 选 代 公 式 为 
直人 
d® =— YA), | (2. 26) 
A FE 十 和 有人) 一 minf Cx" 十 A ). 
算法 如 下 : 
(1) 给 定 初 点 x EE", 介 许 误 差 e>0, 置 & 一 1. 
《2) 求 搜索 方向 4 中 = 一 Vx 中 )， 
(3) 车 上 4 中 过 e,; 则 停止 计算 ;否则 ,从 x 出 发 , 沿 4 中 进行 


一 维 搜索 , 求 办 ,使 得 
Fx 十 AD) 一 minf (x 十 Ad'™y. 
dD 


11]: 


(和) 令 区 1 一 xy 中 十 qd, 置 名 + 一 点 十 1 , 转 (2)》， 
例 2.2.1 用 最 速 下 降 法 解 下 列 问题 
min f(x) = 2x7 + 2， 


: 1 
上 后 0D 一 T -一 了 
初 点 并 (1,1) + 万 10° 


解 第 1 次 近代 
目标 菌 数 .fx 在 点 上 处 的 梯度 及 搜索 方向 为 
4 (0 一 


141 =2 VS> 古 .从 xz 一 (1,07 出 发 , 沿 方向 do 进行 一 维 搜 
案 , 求 得 步 长 六 一 5/718. 在 直线 上 的 极 小 点 


一 工 
xi Cx 二 dD 一 9 , 
了 
9 
第 2 次 选 代 
f(x) 在 点 x” 处 的 最 速 下 降 方向 为 
4 
9 
d= Vf) = | | 
9 


a? 一 寺 V5 之 而 .不 满足 精度 要 求 . 从 zx2 出 发 , 沿 方向 a” 
进行 一 维 搜索 ,得 到 步 长 如 二 5/12, 沿 此 方向 得 到 的 极 小 点 
1 
x 二 xX? 十 Md = [|] 
第 3 次 闪 代 
了 (在 点 x9 处 的 最 速 下 降 方向 
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(3 一 i 4 一 2 

dD =o=— VA ) =- 志 ，|， 
由 于 | de | > 二 ,不 满足 精度 要 求 . 再 从 zx 出 发 , 沿 de' 作 一 维 
搜索 ,得 刘 二 5/18, 


2 [—1 
a 3 i 一 
着 + 十 Ad | ,| 


这 时 有 上 (x) 中 之 击 :已 满足 精度 要 求 ,得 到 问题 的 近似 解 


一 1 
zal ,| 
实际 上 ,问题 的 最 优 和解 x* 二 (0,0)". 
最 速 下 降 靶 在 一 定 条 件 下 是 收 黎 的 . 
定理 2.2.2 设 ./xr) 是 连续 可 微 实 函 数 , 解 集 合 只 = {x|V 
yx 一 0} ,最速 下 降 算法 产生 的 序列 {x 中 1} 含 于 某 个 紧 集 , 则 序列 
{fx} 的 每 个 诊 点 XYE. 
最 连 下 降 法 产生 的 序列 是 线性 收 煞 dinear convergence) 的 ， 
而 且 收 敛 性 质 与 极 小 点 处 Hesse 矩阵 ?F(x) 的 特征 值 有 关 . 
定理 2.2.3 设 fx) 存在 连续 二 阶 偏 导 数 ,x 是 局 部 极 小 点 ， 
Hesse 从 阵 了 Y*f(x) 的 最 小 特征 值 a>0, 最 大 特征 和 值 为 A, 算 法 产 
生 的 序列 {x 中 } 收 化 于 了 , 则 目标 函数 秆 的 序列 {f(x 中 )} 以 不 大 于 
人 了】 的 收 伍 比 线性 地 收敛 于 f(Y). 
上 述 定 理 中 ;车 令 r=A/a; 则 
A—al’ > 一] 
总 十 ?| r 十 1 
r 是 对 称 正 定 和 矩阵? 了 Cx} 的 条 件数 Ccondition number). 这 个 定 
理 卉 明 , 条 件数 越 小 ,收敛 越 快 :条 件数 越 大 , 收 伍 越 慢 ， 
用 最 速 下 降 法 级 小 化 上 昌 标 函数 时 , 相 邻 两 个 搜索 方向 是 正 交 
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1， 


的 ,因此 迁 代 产生 的 序列 {x" 所 循 路 径 是 “之 ?字形 的 , 当 zx” 接 
近 极 小 点 时 ,每 次 选 代 移 动 的 步 长 很 小 ,这 祥 就 呈现 出 饮 齿 现 
象 , 当 Hesse 矩阵 Ar) 的 条 件数 比较 大 时 ,锯齿 现象 的 影响 万 
为 严重 . 对 此 可 作 如 下 分 析 ; 

粗略 地 讲 ,在 极 小 点 附近 ,目标 函数 一 般 可 用 二 次 函数 近似， 
其 等 值 面 接近 椭 球 面 , 长 轴 和 得 轴 分 别 位 于 对 应 最 小 特征 值 和 最 
大 特征 值 的 特征 向 量 方 向 ,其 大 小 与 特征 值 的 平方 根 成 反比 . 最 小 
特征 值 与 最 大 特征 值 相差 起 大, 椭 球面 越 扁 ,这 就 使 得 一 维 搜索 沿 
着 “ 斜 长 谷 * 进 行 . 医 此 , 当 条 件数 很 大 时 ,要 使 过 代 点 充分 接近 极 
小 点 ,就 需要 走 很 大 的 弯路 ,计算 效率 很 低 . 

最 速 下 降 方向 反映 了 目标 函数 的 一 种 局 部 性 质 , 从 局 部 看 ,最 
速 下 降 方向 确 是 目标 函数 值 下 降 最 快 的 方向 ,选择 这 样 的 方向 进 
行 搜索 是 有 利 的 , 但 从 全 局 看 ,由 于 句 齿 现象 的 影响 ,即使 向 着 极 
小 点 称 近 不 太 关 的 距离 ,也 要 经 历 不 小 的 “弯路 ”, 因 此 收 伍 速 率 大 
为 减 慢 . 最 速 下 降 法 并 不 是 收敛 最 快 的 方法 ,相反 ,从 全 局 看 , 它 的 
收复 是 比较 慢 的 . 因此 ,最速 下 降 法 一 般 适 用 于 计算 过 程 的 前 期 送 
代 , 或 作为 间 插 步 又 , 当 接 近 极 小 点 时 ,再 使 用 此 法 ,试图 达到 迭代 
的 终止 ,并 非 有 利 . 


2.2.2 Newton 法 


1 Newton 法 原理 
设 问 题 (2. 25)? 中 ,xz) 为 二 次 可 徽 实 函 数 , Newton 法 的 基本 
思想 是 ,用 一 个 二 次 陋 数 局 部 地 近似 Fr) ,然后 求 出 此 近似 函数 
的 极 小 点 ,从 而 得 到 选 代 公式 : 
XE = YI) TA), (2. 27》 
其 中 V(x) 1 是 Hesse 拭 阵 六 x2e) 的 道 矩阵 .这样 ,知道 
zx 中 后 ,算出 在 这 一 点 处 目标 函数 的 梯度 和 Hesse 道 和 矩阵 ,代入 
(2. 27) , 便 得 到 后 继 点 xst ,用 上 上 1 代替 点 ,再 用 (2.27) 计 算 , 又 
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得 到 x*+"* 的 后 继 点 . 依 此 类 推 ,产生 点 列 {x"'j). 在 适当 条 件 下 ,这 
个 序列 收 语 . 

定理 2.2.4 设 f(x) 为 二 次 连续 可 微 函 数 ,x EE",x 满足 
Vf 一 0, 且 VIf(x)-' 存 在 . 又 设 初始 点 x 充分 接近 ,使 得 存 
在 元 守 0, 满 足 吉 阁 之 1; 且 对 每 一 个 

xe {xilr mxl a |x x} 

成 立 

(C1) fxr) RR, 


T 一 3 下 一 
C2) LY fC%) /YY A ， 


则 Newton 法 产生 的 序列 收 化 于 x. 
当 Newton 法 收敛 时 ,有 下 列 关 系 : 
x 一 二 | 及 Cazw | (2. 28) 
其 中 局 是 某 个 常数 . 由 此 可 知 ,Newton 法 至 少 二 阶 收 钱 , 特别 地 ， 
(x) 为 二 次 是 函数 时 ,运用 Newton 法 ,经 1 次 进 代 达 极 小 点 . 
注意 ,当初 始点 远离 极 小 点 时 ,Newton 法 可 能 不 收敛 原因 
之 一 ;Newton 方向 
d=— VF) V/A) 《2. 29) 
不 一 定 是 下 降 方向 ,经 选 代 , 目标 函数 值 可 能 上 升 . 此 外 ,即使 目标 
函数 值 下 降 ,得 到 的 点 x**"* 也 不 一 定 是 党 Newton 方向 的 最 好 点 
或 极 小 点 . 因此 有 阻尼 Newton 法 . 
2 阻尼 Newton 法 (damped Newton’'s method) 
阻尼 Newton 法 与 原始 Newton 法 的 区 别 在 于 增加 了 沿 
Newton 方向 的 一 维 搜索 ,其 寺 代 公式 是 ; 
Tt =- EE 十 pT 
和 一 一 Wf VA), 
:FC 十 hd = minf (x 十 jd) 


《2. 30) 
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计算 步 又 : 
(1) 给 定 初 始点 x ,允许 误 益 e>0, 置 上 一 1. 
(2) 计算 YF) 1， 
C3) 车 上 YAx 中 ) < 之 e, 则 停止 适 代 ;否则 , 令 
Pt 一 一 Fr Wr ), 
(4) 从 x 出发; 沿 4d 方向 作 一 维 搜索 ; 
minf Cr + MD) = f(x 十 和 GD7， 
令 no 上 de 
5) 置 有 :一 上 十 1 , 转 (2). 
由 于 阻尼 Newton 法 含有 一 维 搜索 ,因此 ,每 次 选 代目 标 郴 数 
值 一般 有 所 下 降 ( 决 不 会 上 升 ). 可 以 证 明 , 阻 尼 Newten 法 在 适当 
条 件 下 具有 全 局 收敛 性 , 且 为 二 阶 收 襄 ， 
原始 Newton 法 和 阻尼 Newton 法 有 共同 缺点 ;一 是 可 能 出 
现 Hesse 矩阵 奇异 的 情形 ,因此 不 能 确定 后 继 点 ;二 是 即 和 使 
2 f(x) 非 奇 异 ,也 未 必 正 定 ; 因 而 Newton 方向 不 一 定 是 下 降 方 
向 ,这 就 可 能 导 狼 算法 失效 ， 
例 2.2.5 用 阻尼 Newton 法 求解 下 列 回 题 : 
min F(x) Ax! 二 wz 二 (1 十 xe). 
取 初 始点 x 二 (0;0)7. 在 点 2 处 , 郴 数 jz) 的 梯度 和 
Hesse 矩阵 分 别 为 
0 To 1 
Tfx1) = [ov ) = | ,| 
牛顿 方向 
一 
4 =~ YA) YA) = | -| 
从 x 中 出 发 沿 4 方向 作 一 维 搜索 ,得 到 步 长 A ==0. 因此 经 一 次 夺 
代 投 有 产生 新 点 ,仍然 得 到 x 二 40,0)". 显然 ,xz 并 不 是 问题 的 
极 小 点 ,可见 ,从 x4 出 发 ,用 阻尼 Newton 法 求 不 出 极 小 点 . 其 原 
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国 在 于 Hesse 矩阵 Y: 六 xx) 非 正 定 . 

3 Marquardt-Levenberg 方法 

为 了 使 Newton 法 适用 于 YFf(x*) 不 是 正定 的 情形 ,人 们 对 
于 Newton 法 提出 了 若干 修正 方法 . Marquardt-Levenberg 方法 就 
是 其 中 之 一 , 这 种 方法 的 只 代 公 式 是 ; 

Xt 

do = — GT fx), 

Gi = Vif) + BD,, 

和 ze 十 GD》 = minf Cx™ 十 思 中 )， 
其 中 Bi 是 一 个 非 负 数 ,Q 是 给 定 的 正定 矩阵 ， 

和 迭代 公式 中 , 当 瓜 取得 足够 小 时 :Ge 的 第 二 项 BQ 几乎 不 起 
作用 ,因此 方法 近似 于 Newton 法 ; 当 记 取 得 足够 大 时 ,Cu 中 主要 
是 BQ, 起 作用 ,又 若 必 取 为 单位 矩阵 ,此 时 近似 于 最 速 下 降 法 . 
当 Y 冯 zx) 非 正定 时 ,只 要 应 取得 足够 大 , 便 可 保证 G; 正定 ,从 
而 d ”为 下 降 方向 ， 

计算 步骤 : 

《1) 给 定 0 ,有 记 ,Oieya>1, 姥 大 一 1. 

(2) 求 出 VA VfCx*), 置 8=Bi. 

(3) 令 G=V’f(x n+ BO. 

(4) 若 G 存在, 则 求 出 G 转向 (5)* 若 G 不 存在 , 置 
pt 一 op. 转 (C3)， 

(5) 求 do 一 一 GTAGxe 

(6) 求 x 1D 一 x 中 十 Ad 中 ,其 中 义 满足 

fx 十 Ad ) 一 minf (x™ 十 家 中) 
车 义 =0, 则 置 8B: =ap, 转 (3); 如 果 义 隆 0, 则 转 (7). 

£7) 车 xD 一 x 中 | 时 6; 则 求 得 最 优 解 x" 二 x** ;车 

| ze 一 xl >>e 则 填 二 :一 EH1, 转 (2)， 


(2, 31) 
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2.2.3 兴 思 梯度 法 


1 划 辆 方向 

共 轿 梯 认 法 (conjugate gradient method}) 蚌 以 共 思 方向 (con- 
jugare direction) 作 为 搜索 方向 的 一 类 算法 , 先 给 出 有 关 概 念 及 性 
质 . 

定义 2.2.6 设 和 4 是 xnxx 对称 正定 矩阵 ,车 所 中 的 两 个 方 
向 a 和 a 中 满足 

do0T4dG = 0， 

则 称 这 两 个 方向 关于 4 共 因 ,或 称 它们 关于 4 正 交 ， 

若 和 9 是 严 中 天 个 方向 ,它们 两 两 关于 4 共 辑 ， 
即 满足 

TaE0 = 0 Fj, i,j= 1,",k, 

则 称 这 组 方向 是 4 共 应 的 ,或 称 它们 为 4 的 个 共 罗 方 向 . 

在 上 述 定 尽 中 ,如 果 4 为 单位 矩阵 , 则 两 个 方向 关于 4 共 思 e 
等 价 于 两 个 方向 正 交 . 因此 共和 斩 是 正 交 概念 的 推广 . 实际 上 ,如 果 
4 是 一 般 的 对 称 正 定 矩 阵 ,d "和 gd 关 于 4 共 轰 ,也 就 是 方向 邓 ” 
和 方向 4d 正 奖 ， 

共 轿 方向 有 具有 下 列 性 质 ， 

定理 3.2.7 设 A 是 » 阶 对 称 正定 短 阵 ,dd ,rd 中 是 庆 
个 A 基 轿 的 非 零 向 量 , 则 这 组 向 量 线 性 无 关 ， 

定理 2.2.8 设 有 二 次 函数 


ee = 部 Tar + brxi+e 


其 中 和 4 是 阶 对 称 正 定 矩 阵 ,dd 4 是 生 共 辆 的 非 零 向 

量 . 以 任意 x""E 为 初始 点 ,依次 沿 方 向 gd vd 进行 一 

维 搜索 ,得 到 点 x ,x 守则 w+0 是 果 数 A(x) 在 线性 流 

形 (linear manifold)x 十 , 宏 : 上 的 唯一 极 小 点 . 特别 , 当 卡 二 nn 时 ， 
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xX" 是 函数 Az) 在 EE* 上 的 歇 一 极 小 点 , 其 中 


、 Sa . , 
A (2. 321》 


址 dd od 生成 的 于 空间 

圭 述 定理 称 为 扩张 子 空间 定理 (expanding subspace 
theorem). 它 青 明 , 对 于 二 次 商 肾 数 , 营 洛 ~- 组 共 罗 方 向 搜索 ,经 有 
限 步 迭代 必 达 到 级 小 点 . 这 种 性 质 称 为 二 次 终止 性 (quadratic ter- 
mination). 利用 扩张 子 空间 定理 2, 2. 3. 容 易 证 明 共 罗 方 向 的 另 一 
个 性 质 ， 

定理 2.2.9 设 /(x)= 过 x?Ax 二 5x 二 c,A 是 阶 对 称 正定 
夭 阵 ,又 设 4?,4 中 ,… ,4 中 是 一 组 A 共 元 的 非 零 向 司 ,x" ,x 
EE" 为 任意 两 点 ,从 x 中 出 发 ,依次 沿 此 个 方向 搜索 ,得 到 在 流 形 
x 二 9， 上 的 极 小 点 x 中 ,从 出 发 ,依次 沿 这 上 个 方向 搜索 ,得 
到 在 流 形 x 十 2， 上 的 极 小 点 xw, 则 

dd dD 人 ® 
是 4 共 轿 的 . 

定理 中 的 骂 是 4d,d,… ,4 生成 的 子 空间 . 

2 共 斩 梯 度 法 

这 是 基于 共 堪 方向 的 一 类 算法 , 为 书写 简便 起 见 , 用 g 表示 
嚼 数 /AD) 在 点 x 的 梯度 , 即 令 gx"). 

共 示 梯度 法 由 Hesteness 和 Stiefel 于 1952 年 为 求解 线性 方 
程 组 而 提出 . 后 来 用 于 求解 无 约束 最 优化 问题 , 它 是 一 种 重要 的 方 
法 . 

共 者 梯度 法 的 基本 思想 是 把 共 辊 性 与 最 速 下 隆 方法 相 结 合 ， 
利用 已 知 点 处 的 梯度 构造 一 组 共 力 方向 .并 沿 此 组 方向 进行 搜索 ， 
求 出 目标 函数 的 航 小 点 ,根据 共 轿 方向 的 基本 性 质 , 这 种 方法 具有 
二 次 终止 性 . 
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先 介绍 Fletcher-Reeves《FR) 共 辆 梯度 法 用 于 二 次 凸 冰 数 的 
情形 . 考虑 问题 

min f(r) a Ar 十 rr 十 ec (2. 33) 
其 中 xE€ 声 ,4 是 对 称 正定 矩阵 ,ec 是 常数 .运用 Fletrcher-Reeves 
共 二 梯 座 法 时 ,和夫 代 公式 为 
x 给 定 , 令 dm 一 一 入， 


XD = -和 ， 


gld* 
“Ad 
dr+rD 一 一 ge 十 Peaceb ， {2,34) 
一 dT Agar 二 | gn? 
二 和 DT 是 要 个 | gh | 2 ， 


计算 步骤 ， 
(1) 给 定 初始 点 x"; 置 d= 二 一 后 小 二 1 
C2) 从 x 中 出 发 , 沿 d" 搜 索 , 求 出 和 tr 令 
二 
(3) 计算 Bi 一 YAFCrer07 车 Bi 一 0 则 停止 计算 ， 
《4) 令 
| 六 ij| 
a - 台 -， 
+ 一 一 itl 十 Bd 
(5) 置 睛 :一 & 十 1, 退回 (27. 
例 2.2.10 用 Fletcher-Reeves 共 力 梯度 法 求解 下 列 问题 ， 
min ftx) A zi 2xi, 


初始 点 xz0 一 (5.5)7. 
2TI 
解 在 点 x 处 ,目标 吗 数 f(x) 的 梯度 了 了 Cx) 二 [2 | 
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第 1 次 选 代 : 令 


本 i | 
0 
从 类 出发, 滑 方向 d 作 一 维 搜索 , 求 得 步 技 
gid'™ 5 
A 一 一 dTAd' 一 18° 
20 
(2) {£11 9 
x = d= . 
3 
9 
第 2 次 壬 代 ; 在 点 x2" 处 ,目标 函数 的 梯度 
40 
g, = 9 
2 20 " 
9 


构造 搜索 方向 4?". 先 计算 因子 B 
B= ds 4 


eis 8 
再 令 搜索 方向 
{2) ‘ _ 100 一 4 
从 x2 出 发 , 沿 d2 作 一 维 搜索 . 求 忆 : 
最 了 本 52 9 


TT TA 20 


(3 一 {27 人 — 0 
x Aod ,| 
在 x 处 ,目标 函数 的 梯度 g 二 (0,0)", 经 二 次 六 代 即 达 极 小 
点 茎 二 (0,0)", 取得 如 此 好 的 结果 并 非 慢 然 ,Fletcher-Reeves 共 


印 梯度 法 用 于 二 次 凸 郑 数 时 ,有 下 列 结论 ; 
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定理 2.2.11 对 了 正定 二 次 国 数 | 
为 二 阶 对 称 赴 定 算 阵 ) .其 有 精确 - 维 搜 索 的 Fletcher-Reeves 法 
在 mt 所 nn) 次 ~- 维 争 索 后 即 终 止 , 并 且 对 所 有 i(1 志 i 亿 m) 有 和 下列 
关系 ，; 

(1) dAd7 二 0，j 一 1 2 一 1; 

(2) grg;=0, j=1,2," ,i—1; 

(3) gd =—glg,(d "A0). 

定理 2.2. 11 表明 ,Fletcher-Reeves 共 赤 梯度 法 所 产生 的 搜 
索 方 向 d?,d 了 ?,… ,qd 是 4 共 力 的 ,根据 定理 2. 2.8, 经 有 限 次 选 
代 必 达到 极 小 点 . 

这 里 要 着 重 指出 ,选择 最 速 干 降 方向 作 初始 搜索 方向 ( 即 4 
一 一 YACxo 7 是 十 分 重要 的 . 如 果 选 择 别 的 方向 作为 初始 搜索 方 
向 ,其 余 方向 均 按 Fletcher-Reeves 方法 构造 ,那么 极 小 化 正定 二 
次 函数 时 ,这 样 构 造 出 来 的 一 组 方向 不 能 保证 共 示 性 . 

例 2.2.12 考虑 问题 

1 了 


min zx? 十 Bt 十 Bi 
取 初 始点 和 初始 搜索 方向 分 别 为 
1 一 1】 
1 一 1 和 fd 一 oe | 
1 0 


显然 ,4 不 是 自 标 函数 在 x0 "处 的 最 速 下 降 方向 , 下 面 ,用 Fletch- 
er-Reeves 法 构造 两 个 搜索 方向 . 
首先 ;从 x 中 出 发 , 洪 方 向 4 搜索, 求 步 长 由 ,使 它 满 足 
Fix 十 Nd) 一 minf C(x" 十 好 5)， 


得 到 由 一 273, 从 而 得 出 
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于 -一 x 十 AdY = 四 


1 
3 
1 
3 


1 
之 
3 
gz 一 | 了 |. 
3 
1 
令 二 一 gz 十 Bld 中 ,根据 公式 (2. 34), 有 
di TAg 1 
Pad = 9 7 则 
2 
9 
d= 5 |. 
9 
一 】 
再 从 x@ 出 发 . 沿 4 搜索, 求 得 步 长 如 =21/26, 有 从而 得 到 
9 
78 
x = x 二 hd? 一 9 
78 | 
3 
26 
18 
78 
9 
#3 一 781° 
3 
26 
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令 4 一 一 加 十 六 3 ,利用 公式 (2. 34) 算 出 后 . 从 而 得 到 搜索 方向 


rr 1131 
| 
676 一 
| | 


容易 验证 ,4d 与 d* 关 于 4 其 轩 ,d 与 d'** 关 于 有 4 鞭 氏 , 但 是 
dm 与 qd 不 基于 4 共 胃 ,因此 向 量 组 dd ,4 中 不 是 关于 息 共 
罗 的 . 在 Fletcher-Reeves 法 中 ,初始 搜索 方向 必须 取 最 速 东 降 方 
向 ,这 一 点 绝 不 可 忽视 . 

3 ”用 于 一 般 函 数 的 共 罗 梯 度 法 

Fletcher-Reeves 基因 梯度 法 用 于 一 般 可 微 靖 数 时 , 达 代 公式 
与 (2. 34) 略 有 不 间 ; 由 于 (x) 不 一 定 为 二 次 凸 冰 数 , 因 此 在 
(2. 34) 中 一 维 搜索 步 长 公式 不 再 适用 . 这 时 ,可 用 2. 1.5 中 介绍 的 
一 维 搜索 方法 求 步 长 家， 

hs Fx 二 Nd) = minf (x™ 十 ad )， (2.35) 
其 余 公 式 不 变 , 即 可 用 于 一 般 冰 数 的 情形 . Fletcher-Reeves 共 示 
梯度 法 的 计算 步骤 如 下 : 

(1) 给 定点 x ,允许 误 盖 es>0. 置 y 一 2 9 一 一 了 
(Cy) ,天 一 一 1， 

(2) 车 YAO) <e 则 停止 计算 ;否则 , 作 一 维 搜索 , 求 
心 ,满足 

TO 十 Ad) = mi 十 i 人 9》， 
令 Jsn 一 y2 十 Nd 
《3) 如果 j=<n; 则 作 (4); 香 则 ,进行 (5)， 
(4) 计算 VAG510), 置 4 二 一 Vy940) 十 Bd" ,其 中 


2 vf 
‘Tom 


置 了 : 一 / 才 1, 转 (2)， 
(5) 使 二 yy 一 YD 二 一 本 f(y), 置 j=1， 
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(2.36) 


点 + 一 点 十 1y 转 (2)， 

Fletcher-Reeves 法 用 于 求 任意 函数 的 极 小 点 时 ,一 般 说 来 ， 
用 有 限 步 选 代 是 达 不 到 的 , 迭代 的 延续 可 以 采取 不 同 的 方案 , 这 里 
是 把 * 步 作 为 一 轮 ; 每 搜索 一 轮 之 后 ; 取 一 次 最 速 下 降 方 向 ,开始 
下 一 轮 . 这 种 策略 称 为 “重新 开始 ”或 “ 重 置 ”. 每 x 次 达 代 后 以 最 速 
下 降 方 向 重新 开始 的 共 纯 梯度 法 ,有 时 称 为 传统 的 共 轿 梯度 法 . 

共 抑 梯度 法 中 ,可 以 采取 不 同 的 公式 计算 Bp( 其 他 不 变 }), 因 
而 形成 不 同 的 共 罗 梯度 法 . 有 了 以 下 几 种 常见 形式 : 

(1》Daniel 法 

这 种 方法 中 ,计算 i 的 公式 为 

dT x tg 


dd (2. 37) 
(2) Sorenson-Wolfe 法 
计算 记 的 公式 是 
; 一 Se 2. (2. 38) 
(3) Polak-Ribiere-Polyak 法 
计算 B; 的 公式 为 
B; = GtrBt 8 (2. 39) 


gig, 

当 极 小 化 正定 二 次 函数 ,初始 搜索 方向 取 负 梯度 时 ,以 上 三 种 
方法 与 FR 共 罗 梯 度 法 等 价 . 但 是 ,对 一 般 函 数 六 xz?, 上 述 四 种 方 
法 (2.34),(2, 37) 一 (2. 39) 求 得 的 搜索 方向 并 不 相同 . 这 些 共 辆 樟 
度 法 计算 效果 大 体 一 致 , 由 于 FR 法 (2. 34? 便 于 记忆 和 实现 ,所 以 
人 们 往往 把 它 作 为 共 辑 梯度 法 的 代表 . 

共 暂 梯度 法 的 收 傅 速 度 介 于 最 连 下 降 法 与 Newton 法 之 间 ， 
和 迭代 要 周期 进行 , 即 每 选 代 = 次 要 重新 开始 . 

4 Best 加速 
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为 提高 收敛 速度 ,在 共 辆 梯 姜 法 中 . 洪 » 个 共 郝 方向 搜索 之 
上 后 :根据 计算 情况 可 麻 取 一 个 部 速 步骤 . 加 速 方案 如 下 所 述 ; 

已 庆 一 组 未 纱 方 刚 4d 于 ,yd 人 再 发, 沿 这 组 方 亲 
搜索 得 到 点 列 yx 人 ex"**0. 各 点 处 的 梯度 记 作 gisg 
rr: 

《1) 记 抢 阵 和 MM= (4 dd) 

(2) 求 向 量 组 


i 一 名 、 
网 一 I 二 — xin 7 一 1 2 
构成 矩阵 D= (gq 4) 
(3) 求解 w 
Dw 一 让 s+ 1 


{44) 求 到 一 — Mw,a— pgs, 
(5) 若 as<<0, 则 求 太一 十 和 is 其 中 心心 由 一 维 搜索 
确定 ,即使 得 
f(x") 一 min7Cxet 十 各)， 
这 样 完成 一 个 加 速 步骤 . 
若 :0, 则 不 加 速 ， 
以 上 从 xe+D 到 xet9 称 为 一 个 加 速 步 ， 


2.2.4 所 Newton 法 


前 面 介绍 的 Newton 法 ,突出 优点 是 收 仇 很 快 . 但 是 .运用 
Newton 法 需要 计算 二 阶 偏 导 数 , 而 且 目 标 孜 数 的 Hesse 矩阵 可 
能 是 非 正 定 . 为 了 克服 Newton 法 的 缺点 ,人 们 提出 了 撤 Newton 
法 . 它 的 基本 思想 是 ,用 不 包含 二 阶 导数 的 矩阵 H; 取代 Newton 
法 中 的 Hesse 道 矩 阵 妆 :Fexz) 1 再 沿 方向 4 一 一 下 8 作 一 维 
搜索 , 由 后 构造 近似 矩阵 Hi 的 方法 不 同 , 因 而 有 不 同 的 拟 New- 
ton 法 .经 理论 证 明和 实践 检验 ,所 Newton 法 已 经 成 为 一 类 公认 
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竟 毕 绎 在 效 的 筑 法 ， 
1 DEP 法 
构造 Hesse 道 拓 和 降 最 哇 的 ,最 巧妙 的 ~ 种 格式 ,由 Davidon 提 

出 ;后 来 由 Fletcher 和 Powell 作 了 改进 , 称 为 PDFP 法 ,也 称 为 变 

尺度 法 (variabie metrie method). 
公式 {DFP) 

pp Hoga HH, 


Hi = 于 :十 pg qu Haq? (2. 40) 
H, 为 给 定 的 xn 阶 对 称 正定 矩阵, 一般 令 吨 为 单位 矩阵 cn 阶 单 
位 矩阵 》. 
计算 步骤 : 


(1 给 定 初 始点 xz 和 下， 允许 误差 e>0. 
《2) 置 日 ,= 也 ,计算 出 在 x" 外 的 梯度 名 二 VACx"M). 置 = 


(3)》 邻 8 = 一 天 人 
C4) 从 x 中 出 发 , 沿 方 向 4 搜索 , 求 步 长 办 ,使 它 满足 
fx® 十 Ne) = minf Cx + 如)， 

令 x 二 x 中 十 qd 中 ,计算 gx 二 VC) 

(5) 检验 是 否 满 足 收 但 淮 则 , 若 满 足 上 giri 上 所 5; 则 停止 达 
代 , 得 到 x 二 x"* .否则 ,进行 (6). 

(6) 若 关 一 站 刚 令 xD 一 ze ,返回 (2); 香 划 , 进 行 (7). 

(7) 令 pp 一 x 一 x 二 gi 一 gr 利用 公式 (2.40) 计 
算 Hi01; 置 上: 一 上 十 1, 返 回 (3). 

例 2.2.13 用 DFP 方法 求解 下 列 问题 ， 

min 2xz 十 好 一 45. 十 2， 

初始 点 及 初始 矩阵 分 别 取 为 


-jab 
1 0 1 
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解 第 1 次 闪 代 ， 
在 x 处 的 梯度 及 搜索 方向 为 


4 一 
加 1 一 [je 一 Hg 二 |- ‘| 


2 
从 < 出 发 , 沿 方向 dm 作 一 维 搜索 , 求 步 长 久 ， 
min flr 十 AD ， 


得 到 步 长 % 一 5/18. 因此 沿 do 方向 搜索 得 到 的 点 x'2> 及 在 此 点 目 
标 函 数 的 梯度 为 


3 
x = 十 4D 一 9 ， 
4 
9 
和 
9 
£2 一 8 + 
9 
第 2 次 进 代 ， 
令 
10 
9 
pD 一 Ad 一 5 ， 
9 
_ 40 
9 
tl) 一 _ 
全 Bz sl 10 
9 
计算 矩阵 中 : 及 搜索 方向 de， 


加 piDpOT Higve™h 
H; 本， 十 用 (00 IT 
* 128+* 


| 86 一 38] 


306L— 38 305 


d=— Hg; 一 下 ,| 


从 x2 出 发 , 沿 方向 qd 2 搜索: 
min Fix 十 Ad'?)y, 
得 到 见 =17736, 经 第 2 次 迭代 得 到 的 点 及 在 此 点 目标 函数 的 梯度 
分 别 为 


0 
3 一 x 十 Asd'? 一 | 8 一 VHCr ny 一 | 


因此 ,zx 为 最 优 解 . 

DFP 算法 具有 正定 性 及 二 次 终止 性 ， 

定理 2.2.14 若 g 关 0,7 一 1,2,…,n; 则 用 DFP 方法 构造 的 
矩阵 下 上任 王 1,2, ,nn) 为 对 称 正定 算 阵 . 

根据 这 个 定理 ,DFP 方法 中 搜索 方向 

d=— Hg 《2. 41) 

必 为 下 降 方 向， 

定理 2.2.15 设 用 DFP 方法 解 下 列 问题 ， 


min f(x) 和 A FxAx 十 bx 二 ec， 


其 中 4 为 n 阶 对 称 正定 和 矩阵. 初始 点 x EE", 令 HH 为 nn 内 对 称 
正定 矩阵 , 则 成 立 

(1) po ApT =0, li jk, 

(2) Hi Ap" =p" 1Sik, 

其 中 p=x 一 省 一 有 人 E00. 

上 述 定理 2.2.15 中 , 当 上 =n 时 ,有 日. 二 4 . 

它 表明 ;DFP 方法 中 构造 出 来 的 搜索 方向 是 一 组 4 共 辑 方 
向 ;因此 DFP 方法 具有 二 次 终止 性 ， 
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关于 DFP 方法 用 于- 般 函 数 峙 的 收敛 性 ,有 如 下 结论 : 

如 果 了 是 本 上 的 二 次 连续 可 微 实 畏 数 ,对 任意 的 xE 改 , 存 
在 常数 关 关 0, 使 得 当 ECCr) 一 TI 二 FT) .YEE" I 时 .月 

myl ey VAYy, (2. 42) 

则 用 DFP 方法 产生 的 序列 {x 中 } 或 终止 于 或 收敛 于 ff 在 所 上 的 
唯一 极 小 点 . 

2 拟 Newton 法 的 其 他 形式 

公式 BFGS 


HE = +|1+ A pm 
pog eTH, 十 Hg pT 
pg " 

这 个 重要 公式 是 由 Broyden ,Fletcher ,Goldfarb 和 Shanno 于 
1970 年 提出 的 . 它 可 以 像 DFP 公式 (2. 40) 一 样 使 用 . 数值 计算 表 
明 ,BFGS 算法 比较 好 ,目前 得 到 广泛 应 用 .计算 步骤 与 DFP 法 相 
同 ,只 需 将 下; 改 为 HE 


公式 ( 秩 1 校正 > 


Hi = 如 十 


《2. 43) 


《HP Hq tp Hq)" 
og CH Hg ) 
计算 步 又 见 DFP 方法 ,其 中 几 计 算 再 之 处 , 均 需 改 用 公式 

(2, 44). 

采用 秩 1 校正 (rank-one correction) 公 式 ,算法 在 一 定 条 件 下 
是 收敛 的 ;并 具有 二 次 终止 性 . 然而 也 存在 一 些 困难 . 首先 , 仅 当 

gp 一 Hg 0 《2. 45) 

时 , 由 (2.44? 得 到 的 如 + 才能 保证 正定 性 ;其 次 ,即使 (2. 45) 成 
立 , 由 于 会 入 误差 的 影响 ,可 能 产后 数值 计算 上 的 困难 . 

3 自选 尺度 的 拟 Newton 算法 

前 面 介绍 的 几 种 变 尺 度 法 , 贞 有 二 次 终止 性 . 这 表示 算法 在 早 
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{2. 44) 


期 阶段 有 迅速 进行 的 可 能 性 . 对 于 很 大 的 问题 ,往往 希望 在 完成 
n 次 渤 代 之 前 就 结束 下 降 过 程 ,因此 保证 算法 在 每 一 阶段 郁 能 迅 
速 进行 才 是 本 质问 题 . 自选 尺度 算法 怡 在 这 一 点 上 具有 优越 性 , 它 
在 每 一 步 具 有 有 利 的 特征 值 结构 . 

计算 步骤 ， 

《1) 给 定 初 始点 x EF" ,允许 误差 #0. 

(2) 令 于 二 一 VA(xX"), 置 二 1. 

(3) 令 d= 一 Hg 

(4) 从 xi 出 发 , 洛 方 向 2 搜索 , 求 步 长 本 ,使 它 满足 : 

Fx 十 hd ) 一 minCxe 十 Mt) 

令 于 (十 二 二 十 访 引 于 s Bet 一 StcttD)， 

《5) 车 上 go 上 上 扫 s, 则 停止 迭代 ,得 到 点 zx 一 ze 否则 ,进行 
(6). 

06) 若 下 二 nn; 则 令 x 中 一 xX? ,返回 (2) ;否则 ,进行 (7). 

《7) 令 p 9 =x 一 xg 

Hq gq H, 有 DT8b 

gq Hg™ qu Ha 

Ca TT 
十 pg 

置 : 一 上 十 1, 返回 (3). 


计算 中 ,尺度 因子 取 作 


i 二 


Hir = HH, 


TH {2. 46) 
4 适时 方法 
以 最 速 下 降 法 和 Newton 法 的 组 合作 为 拟 Newton 法 改进 的 
基础 ,可 以 给 出 适时 方法 ,其 计算 步骤 如 下 ， 
(1) 给 定 x 了 , 置 &=0. 
(2) 令 DD 一 Qn 阶 矩 阵 )， 
*]3]* 


(3) 令 d 二 一 DvVf(x.). 
(4) 求 出 < 二 x 中 十 Bd 
Bes fx + Bed) = min/ Cx Bd) 

5) 求 Da fa ), 

os fr mE = minf (x — a He). 
全 pox | 
8 = VHD ~ YA). 

(6) 如 果 j 宇 rn; 则 令 7 二 0, 并 置 记 ;二 十 1 ,返回 (2); 否 则 , 进 
行 (7)， 

(7) 如 果 (pe 一 Dgw)rg 0, 令 


Cp Da) Cp — 并 
{pp _ Dea)'ig. 


一 下 十 


贰 一) 十 1; 否 则 , 令 
Di = 有 
置 坟 : 一 大 十 1, 返 回 (3). 
上 述 方 法 具有 良好 的 收敛 性 ,能 够 保证 它 每 一 步 至 少 像 最 速 
下 降 法 那样 快 ， 
2.2.5 最 小 二 且 法 


无 约束 最 优化 问题 中 ,有 些 重 要 的 特殊 情形 ,比如 目标 函数 由 
若干 个 函数 的 平方 和 构成 . 这 类 函数 一 般 可 以 写成 


For) = Sf, rEF (2.47) 
rml 


其 中 二 区 ] LI 2 ,一般 假 设 mn. 我 们 把 极 小 化 这 类 画 数 
的 问题 


min F(xr) A SD fer) (2. 48) 
i=1 


称 为 最 小 二 篆 问 题 (least square problem). 当 每 个 f(r) 为 x 的 线 
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性 函数 时 , 称 为 线性 最 小 二 来 问题 , 当 六 (xz) 是 x 的 非 线性 函数 时 ， 
称 为 非 线性 最 小 二 乘 问 题 . 

由 于 目标 函数 (x) 具有 车 干 个 沙 数 平方 和 这 种 特殊 形式 , 因 
此 给 求解 带 来 方便 . 这 类 问题 ,除了 能 够 运用 一 般 求解 方法 外 ,还 
有 更 为 简便 有 效 的 解法 .下 面 介绍 最 小 二 乘法 (least square 
tmethoa ). 

1 线性 最 小 二 乘 问题 的 求解 公式 

假设 在 (2. 47) 中 ,六 xz) 为 线性 函数 ， 

FR) = px — bi = 1 tm, 

其 中 P; 是 维 列 向 量 ,b 是 实数 . 则 可 以 用 矩阵 委 积 形式 来 表达 


YAFP(n). 
1 一 上 


pi 如 
bp, 
六 是 mxxn 窍 阵 ,$ 是 mm 维 列 向 量 . 则 


Flx) = DAC) 
到】 


一 (4x 一 五 )TC4X — b). 
设 4 列 满 秩 ,AI4 为 n 阶 对 称 正定 矩阵 . 目标 函数 玉 Cx) 的 整体 极 
小 点 为 

蔗 一 《4T4)-14T5. (2. 49) 
对 于 线性 最 小 二 冬 问 题 ,只 要 4T4 非 奇 异 , 就 可 用 公式 (2. 49) 求 
解 . 

下 面 给 出 一 个 用 最 小 二 莱 法 求解 线性 方程 组 的 例 . 具体 求解 
方法 是 ,用 公式 给 出 最 小 二 莱 解 ,再 分 析 该 解 是否 为 线性 方程 组 的 
解 . 

例 2.2.16 求解 下 列 线 性 方程 组 
。133 。 


解 让 方程 组 的 系数 矩阵 当 4, 右 端 向 师 为 五: 


1 i] 3 
岂 一 之 下 b= 之 | ， 
一 工 4 4 


将 方程 组 写作 4x 一 已 


求 二 次 区 数 Foz) 一 (ax 一 BTC4x 一 b) 的 极 小 点 ， 


先 计 算 (474):: 
26 
ATA 一 | 网 |， (474)- 一 | 
一 9 26 9 
75 
再 根据 公式 (2. 49) ,算出 (x) 的 极 小 点 
13 
- 15 
太一 + 
工 
5 


这 个 极 小 点 称 为 最 小 二 乘 解 ， 
函数 .Ar) 的 极 小 值 
fmin 一 CAx Db)TCArY -一 bp) 一 了 


此 例 中 ,fw 隆 0 表明 ,线性 方程 组 无 解 . 当 方程 组 有 解 时 ,最 


小 二 乘 解 杞 是 线性 方程 组 的 解 . 
2 非 线 性 最 小 二 乘法 


设 在 (2.47) 中 (x) 是 非 线 性 函数 , 且 F(x) 存 在 连续 偏 导数 . 
由 于 f(x) 是 非 线性 函数 ,(2, 48) 为 非 线 性 最 小 二 乘 问 题 ,因此 不 
能 使 用 公式 (2. 49), 解 非 线 性 最 小 二 乘 问题 的 芝 本 息 想 是 ,通过 解 
一 系列 线性 最 小 二 乘 问 题 求 非 线性 最 小 二 乘 问 题 的 解 . 设 x 是 
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解 的 第 二 次 近似. 在 x 中 将 f(x 线性 化 ,把 原来 问题 转化 成 线性 
最 小 二 乘 问题 ,运用 公式 (2. 49) 求 出 此 问题 的 极 小 点 x**”*, 把 它 
作为 非 线 性 最 小 二 乘 问题 解 的 第 2 十 1 次 近似 . 再 从 x** "出 发 , 重 
复 以 上 过 程 . 
迁 代 会 式 如 下 ， 
ID 一 A -147D， (2. 50) 


vA [2 YT 
“ | 


Thar) 
az) agree) andcxce) 
dr ”dr, ” ” 和 


其 中 


Af (XH) 2 ) 到) 
2 和， 和 一 下 
六 Cr) 
re 一 | Pere) | 
eax) 
x*+ 作为 FCx) 的 极 小 点 的 第 站 十 1 次 近似 . 
公式 (2. 50) 可 以 写作 


et 一 x Hri V(x) (2.51) 
其 中 
人 = 2A8F® 《2. 52) 
为 且 标 函数 (x) 在 点 x 中 处 的 梯度 . 
五 :1 为 五, 的 道 阵 . 
H, = 247T4 {2.53) 


显然 , (2.51) 与 Newton 和 迭代 公式 类 似 . 通常 称 (2.50) 或 
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《2. 51) 为 高 斯 -牛顿 公式 . 
定 凡 2.2.17 向 量 d 外 一 一 (274 二 让 9 称 为 在 点 x 中 处 的 
高 斯 -牛顿 方向 . 
为 保证 每 次 类 代 能 使 日 标 芳 数值 下 降 ( 至 少 不 能 上 升 ) ,在 求 
出 方向 4* 后 ,不 直接 用 x 中 十 d* 作 为 第 十 1 次 近 柚 ,而 是 从 
出 发 , 沿 这 个 方向 进行 一 维 搜索 ; 
minF (x® + MM), 


求 出 步 长 六 后 , 令 
TD 一 了 的 十 人 ， 
把 x 7 作为 第 天 十 1 次 近似 , 依 此 类 椎 ,直至 得 到 满足 要 求 的 解 ， 
计算 步骤 ， 


(1) 给 定 初 点 x9, 人 允许 误差 e>0, 置 天 一 1. 
(2) 计算 函数 值 让 Cx) 二 1,… ,mm ,得 到 公式 (2. 50) 中 的 向 
量 f*, 再 计算 一 阶 偏 导数 
2 = a (x) 
chs 
得 到 mxXn 矩阵 二 (ai) nxn 
(3) 解 方程 组 


一 mj ln 


ATAd =— ATF®, (2,54) 

求 得 高 斯 -牛顿 方向 4 

(4) 了 从 x 中 出 发 , 沿 本 "' 作 一 维 搜索 . 求 步 长 ,使 得 

FOr. 十 人 一 min Flr'® 十 Ad'*), 

念 EE 填 丸 全 全 ， 

(5) 车 上 x1 一 x 中 6, 则 停止 计算 ,得 解 x=x*1?; 否 则 ， 
置 羡 : 二 上 十 1, 返 加 (2). 

3 最 小 二 乘法 的 改进 

前 面 介绍 的 最 小 二 乘法 ,有 时 会 出 现 和 矩阵 434 是 奇异 阵 或 接 
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近 奇 异 阵 . 这 时 求 (4444) ! 或 解 方程 组 (2. 54) 会 遇 到 很 大 困难 ,其 
至 不 能 进行 , 因此 ,人 们 对 最 小 二 乘法 作 了 进一步 矫正 . 所 用 的 基 
本 技巧 是 把 一 个 正定 对 角 和 矩阵 加 到 A414 上 去 ,改变 原 矩 阵 的 特征 
值 结构 , 使 它 变 成 条 件数 较 好 的 对 称 正 定 矩 阵 ,从 而 给 出 修正 的 最 
小 二 乘法 . 
下 面 给 出 修正 方法 之 一 ,Marqguardt 法 . 在 这 种 算法 中 , 令 
ad =— (CAA wl) ATF® (2, 55) 
其 中 了 为 2 阶 单位 矩阵 ,w 是 一 个 正 实数 ,显然 , 当 w= 二 0 时 ,4 就 
是 Gauss-Newton 方向 . 当 os 充分 大 时 , 道 知 阵 (A1A4i 十 mT) ' 主 
要 取决 于 al, 这 时 d 吕 接近 (x) 在 点 x 中 处 的 最 速 下 降 方 向 
(一 YF(x)). 一 般 地 , 当 wwE€ C0, 十 co) 时, (2.55) 所 确定 的 方向 
d 中 介 于 Gauss-Newton 方向 与 最 速 下 降 方向 之 间 . 实际 计算 中 ,a 
需 选 用 合适 的 数值 ,不 宜 过 天 ,也 不 宜 太 小 . 
计算 步 又: 
(1) 给 定 初始 点 x2 ,初始 参数 m%>>0, 增 长 因子 如 > 1, 允 许 误 
差 >>0, 计 算 FGx), 置 a 一 ,k==1. 
(2) 置 a :一 a78, 计 算 
由 =f (rm) ,fx ))T, 
EY) .Ae®) 


api ax 
一 | ee , 
CA 
arl 多 3 Ey 
(3) 解 方 程 


(AlA; + aDd 一 一 Te， 
求 得 方向 4 , 令 
tl? 一 人 十 dt 
(4) 计算 FPCzetD7. 若 下 xzerD < 之 F(x 中), 则 转 具 (6) ;否则 ， 
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进行 (5). 

《5) 车 Af 志 ; 则 停止 计算 ,得 到 解 x+= 二 x 中 ;否则 ,和 置 
a 二 Bo; 转 (3)， 

《6) 车 ‖ 4TA2 | 目 委 se, 则 停 上 上 计算 ,得 到 解 zx 一 zx 否则, 置 
:二 下 十 1 返回 (2)， 

初始 参数 a, 和 因子 8 应 取 适 当 数 值 ,比如 ,根据 经 验 可 取 w 
一 0. 01,8 一 10， 

在 上 述 算法 中 , 若 把 停 步 准则 改 为 当 梯度 Fr ) 一 0 时 算 
法 终 正 , 则 Marquardt 法 可 能 产生 无 窍 序列 {x .这样 ,关于 算法 
的 收 钱 性 ,有 下 列 定理 ，; 

定理 2 2.18 设 xEE" 人 水 平 集 

Ss = 人 区 | 到 人 Ea} 

有 办 ,由 (2， 53) 所 定义 的 如 H: $s 上 恒 为 正定 矩阵 ,初始 点 x"*EE 
5S,, 则 接 Marquardt 法 产生 的 序列 {x 中} 满足 . 

(1) 当 {z 为 有 穷 序列 时 ,序列 的 最 后 一 个 元 素 是 已 (xz) 的 
稳定 点 ; 

(2) 当 {x") 为 无 窃 序列 时 , 它 必 有 极限 点 ,而 且 极 限 点 必 为 
Ftx) 的 稳定 点 . 


2.2.6 模式 搜索 法 


模式 搜索 法 (pattetn search method) 基 由 Hooke 和 Jeeves 于 
1961 年 提出 的 ,因此 又 称 为 Hooke-Jeeves 方法 , 其 基本 思想 ,从 
上 几何 上 讲 , 是 寻找 具有 较 小 函数 值 的 “山谷 ”力图 使 迁 代 产生 的 序 
列 沿 * 山 谷 ” 副 近 极 小 点 . 算法 从 初始 基点 开始 ,包括 西 种 类 型 的 移 
动 ,这 就 是 探测 移动 (exbloratory move7 和 模式 移动 (pattern 
meve). 探测 移动 依次 沿 个 坐标 轴 进 行 ,用 以 确定 新 的 基点 和 有 
利于 函数 值 干 降 的 方向 , 模式 移动 猎 相 邻 两 个 基点 连 线 方 向 进行 ， 
试图 顺 着 “山谷 ?使 攻 数 值 更 快 减少 . 两 种 移动 交 兰 进行 . 
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设 目标 函数 为 (x),x€ EEF, 第 j 个 坐标 方向 记 和 作 
e, 一 C0»,0,1,0.%,0) 

计算 步 又， 

《1) 给 定 初始 点 (第 一 个 基点 )xE 声 ,x 个 坐标 方向 gi ,8:， 
-… ,er ;初始 步 长 8, 加 速 因子 < 六 1, 缩 威 率 8E (0,1), 人 允许 误差 > 
0, 置 y= 二 x 二 1,j 二 1. 

C2) 如 果 f(y 路 十 站 之 A 中), 则 令 yy 人 ?二 yy 中 十 6ej, 进 行 
(4) ;否则 ,进行 (3). 

《3) 如 果 /Oy 一 B07 之 AO 中 ), 则 令 y= 二 yy 一 6ej, 进 行 
(ds ;否则 , 令 py 中 ,进行 (4). 

(C4) 如 果 ja , 则 置 7 了: 二 jy 十 1, 转 步 (2); 理 则 ,进行 (5). 

C5) 如果 Oy 之 fx 四), 则 进行 步 (6) ;否则 ,进行 (?). 

{6Y 置 基点 Ty 念 

yp" 一 + 十 Qtr e+ — Ts 

置 训 := 上 十 1,7 一 1, 转 《2). 

《7) 如 果 3 各, 则 停止 迁 代 ,得 到 点 x 中 ;否则 ,和 置 5: = 用， 
十 1 二 1; 转 (2)， 

例 2.2.19 用 模式 搜索 法 求解 下 列 问 题 

min Fx) aC or) 5x: 一 你 站 

取 初 始点 x 及 坐标 方向 e1 ,es 分 别 为 


"= [3] = 1] = [1 


令 6 二 1/2,a 二 1 ,BP 一 1/2. 
解 ” 先 在 x" 周围 进行 探测 移动 . 第 1 轮 探 测 完成 后 ,得 到 第 
2 个 基点 
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3 
x 一 2 
1 
2 

再 沿 方 向 x 一 x 个 进行 模式 移动 ,将 得 到 的 点 记 作 ?2 , 则 

yD 一 x 十 ok — x ) 一 [| 

模式 移动 后 ,立即 从 得 到 的 点 y 中 出 发 ,进行 第 2 轮 探 测 移 

动 , 这 轮 探测 结果 仍然 得 到 点 (1,1)", 而 在 这 一 点 处 目标 函数 值 比 

前 一 个 基点 x 处 的 目标 函数 值 有 所 下 降 , 即 


3 了 工 | 249 
f01,1) 一 0 二 川 羡 , 羡 | Te， 


这 表明 模式 移动 是 成 功 的 . 因此 得 到 第 3 个 基点 x ”一 (1,17 

现在 进行 第 2 次 模式 移动 ,这 一 次 从 新 的 基点 x” 出 发 , 沿 基 
点 x 到 x 的 连 线 方向 进行 . 把 得 到 的 点 仍 记 作 y， 

l 

令 0 一 a 十 OCX — x ) 一 。 ， 
2 

然后 ,从 y" 出 发 ,进行 第 3 轮 探测 移动 . 作 下 去 将 会 发 现 , 第 
2 次 模式 移动 并 不 成 功 , 因此 退回 到 基点 x 减 小 步 长 , 令 5: = 
B86 一 1/4. 在 x 周围 进行 探测 ,结果 仍 失败 ,必须 继续 缩 威 步 长 . 
作 下 去 必 能 得 出 结论 ,x 是 局 部 最 优 解 . 对 此 问题 ,容易 用 解析 方 
法 验证 所 得 到 的 结论 . 

在 上 面 例 中 ,探测 移动 沿 各 坐标 方向 所 取 步 长 相同 . 实际 上 ， 
不 同 坐 标 方向 可 以 给 定 不 同 的 步 长 ,方法 上 可 有 一 定 的 灵活 性 . 


2.2.7 Rosenbrock 算法 


Rosenbrock 算法 又 称 为 转轴 法 . 它 与 Hooke-Jeeves 方法 有 
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类 似 之 处 ,也 是 顺 着 “山谷 " 求 函数 的 要 小 点 - 

Rosenbrock 算法 包括 探测 阶段 和 构 道 方向 两 部 分 内 容 , 探测 
阶段 中 ,从 一 点 出 发 ,依次 沿 个 单位 正 交 方 向 进行 探测 移动 ,一 
轮 探测 之 后 ,再 从 第 1 个 方向 开始 继续 探测 . 经 过 若干 轮 探测 移 
动 ,完成 一 个 探测 阶段 . 然后 ,构造 一 组 新 的 单位 正 交 方 向 , 称 之 为 
转轴 ;在 下 一 次 迁 代 中 ,将 沿 这 些 方向 进行 探测 . 

探测 阶段 中 所 用 探测 方法 与 Hooke-Jeeves 方法 类 似 , 构造 新 
的 单位 正 交 方向 的 方法 分 作 两 步 . 先 利用 当前 的 搜索 方向 和 过 代 
中 得 到 的 数据 构造 一 组 线性 无 关 的 方向 ,然后 利用 Gram-Schmidt 
正 交 化 方法 ,将 其 正 交 化 及 单位 化 . 具体 方法 如 下 ; 


设 原 来 的 搜索 方向 为 
Ce de ， 
现在 定义 一 组 新 的 方向 
pO ps PY, 
使 得 
d0， 当 力 一 0; 
pr 一 [5 当 上 过 0. (2, 56) 


其 中 必 是 探测 阶段 中 沿 4 方向 的 步 长 . 


然后 正 交 化 , 令 
ps, 了 一 1; 
do 一 | 元 ooTpO . 《2. 57) 
| 一 >， gg", 了 之 和 
i=] 
再 单位 化 , 令 
7 一 TT 一 1,2," ,A. {2, 58) 
下 一 个 探测 阶段 ,将 沿 方向 4 进行 搜索 . 
计算 步骤 如 下 : 
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1) 给 定 初 始点 XEE", 单 位 正 交 方向 本 人 Td ;OO 
般 取 堂 标 方向 , 沿 各 方向 的 步 长 分 别 为 ?68” 64”, 放大 因子 
el 缩减 因子 BE (一 1,0)， 人 允许 误差 se>0. 置 y 中 一 xD 一 2 ， 
7] 2 
k=1,j=1. 

C2) 如 果 Fo 十 BE 则 令 了 0 一 十 人 本 由， 
全 1 =—ad,s 

如 果品 十 4d 呈 ) 守 fy 中) , 则 令 yD 二 y,6; :二 6, 

《3) 如 果 jy<n; 则 置 y: =j 十 1, 转 (2) ;否则 ,进行 (4). 

C4) 如 时 了 (Gy 之 fy 站) 则 令 yy 二 yr?, 置 ;一 1, 转 
(2) ;如果 9 一 9) , 则 进行 (5). 

(5) 如 果 A 之 f(x 中), 则 进行 (6) ;否则 ,如 果 对 每 个 j， 
成 立 | 训 | 夺 e; 则 停止 计算 ,x* 作 为 最 优 解 的 估计 . 如 果 不 满足 终 
止 准则 , 令 y=y , 置 j=1, 转 (2). 

{6) 仿 Xt yp, 如 果 | Tt | 之 £; 由 联 xze+t0 作 
为 棚 小 点 的 估计 ,停止 计算 ;和 理 则 ,计算 … ,克利 用 公式 
{2. 56) 至 (2. 58) 构 造 新 的 正 交 方向 60 ,62 49) ,并 令 

人 一 全 一 1 2 

置 久 一 30 ,7 一 1,2924 置 yy 一 x+ 一 上 十 17 一 1 返回 步 
{2), 

由 上 述 计算 过 程 易 知 , 当 某 轮 探测 沿 = 个 方向 均 失 败 , 即 欧 数 
值 均 不 下 降 时 , 俺 完 成 一 个 探测 阶 舱 . 这 时 , 按 算法 规定 ,应 进行 转 
轴 . 然后 , 沿 着 新 定义 的 方向 ,开始 下 一 个 探测 阶段 

例 2.2.20 用 Rosenbrock 方法 和 解 下 列 问 题 

min A(xr) A Cr 一 3)2 十 20zs + 2)7, 

取 初 始点 及 初始 搜索 方向 为 


| ba® 一 la 二 | 
0 Db 1 
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初始 步 长 3 =8 一 1,a 一 3,8 一 一 0.5. 
下 面 简 述 求解 过 程 ， 
先进 行 第 1 轮 探 测 ， 
初始 点 取 为 


} 


0 一 ww) 一 | ”|， 
0 


在 y 处 的 函数 值 fy") 一 17. 
先 从 ?出 发 , 沿 4 中 探测 ， 
人 7 0 1 
了 十 ad 一 四 
GOTatd0) 一 12<ACO0) ,探测 成 功 , 令 


yD 二 yD 二 d= ,| 
再 从 ?2 出 发 , 沿 a 探测; 
?2 十 Sd 一 [| 
1 


Oo 十 64) 二 22>> f(y) 探测 失败 ， 因此 取 一 yy, 

经 第 1 轮 探 测 , 得 到 y= (1,0)". 由 于 f(y 了 3)=12 之 
Go) ,因此 第 1 个 探测 阶段 不 结束 , 需 沿 原来 的 方向 进行 下 一 轮 
探测 ， 

继续 作 下 去 ,经 4 轮 探测 ,完成 第 1 个 探测 阶段 ,得 到 x ”= 
C4, 一 2)',x3 将 作为 下 一 个 探测 阶段 的 初 点 ， 

“ 第 1 个 探测 阶段 完成 后 ,应 定义 一 组 新 的 单位 正 交 方向 , 即 进 
行 转轴 ;然后 才能 开始 下 一 个 阶段 的 探测 . 为 此 先 求 出 沿 各 坐标 方 
向 的 步 长 . 由 于 

(a wu) 一 4 
” ™ [_ ,| 


因此 这 一 探测 阶段 沿 4 及 42 方 向 的 步 长 依次 为 为 一 4 加 一 一 2 
* 了 和 3 


根据 公式 (2. 56), 令 


p= Ad Ad 一 | ,| 


| 


一 2 
把 严正 区 化 , 令 
2] 
(pl 一 
4 p | 2 
以 及 
4 
CIT ty 5 
好 人 2 一 下 一 rem 一 8 
5 
把 g”,g ”单位 化 , 则 
2 1 
证 (0 一 “5 ， #2 一 V 5 
1 2 
V5 V5 


容易 验证 ,这 是 一 组 单位 正 突 方 向 . 接 下 去 ,从 y=x 中 出 发 , 沿 
新 构造 的 方向 进 行 探测 移动 ,方法 与 上 次 选 代 相同 , 继续 作 下 去 ， 
所 得 到 的 点 x 中 会 更 加 接近 问题 的 最 优 解 *=(3, 一 2)". 


2.2.8 可 变 多 面体 搜索 法 


这 种 方法 是 由 Nelder 和 Mead 在 单纯 形 方法 的 基础 上 修改 
而 成 的 , 他 们 用 EE" 中 及 十 1 个 顶点 的 可 变 多 面体 (variable 
polyhedron) 把 具有 个 独立 变量 的 函数 x) 极 小 化 . 其 方法 是 : 
先 求 出 单纯 形 ( 有 a 十 1 个 顶点 的 多 面体 )n 十 ] 个 顶点 上 的 函 
数值 ,确定 出 有 最 大 函数 值 的 点 ( 称 为 最 高 点 ) 和 最 小 图 数值 的 点 
〈 称 为 最 低 点 ), 然后 通过 反射 ,扩展 ,压缩 方法 求 出 一 个 较 好 点 ,用 
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它 取 代 最 高 点 ,构成 新 的 单纯 形 ,或 者 通过 向 最 低 点 收缩 形成 新 的 
单纯 形 , 用 这 种 方法 逼近 极 小 点 . 
计算 步骤 ， 
(1) 给 定 初始 单纯 形 ,其 顶点 为 
XE Ei=1,2,,n 十 1， 
反射 系数 a>0, 扩 展 系数 7>1, 压 缩 系 数 PE (0,1) ,允许 误差 e>> 
0. 计算 隧 数 值 
fx = 2 十 1， 


置 *=1. 
(2) 确定 最 高 点 x 中 ,次 高 点 x ,最低 点 x 中 glE {11,2， 
bi :nn 十 1} ;使 得 


CO =max{f(tr™) RY fx, 
Fx ) 一 ta 式 {Fx Y) [x 天 人 } ， 
f(x) 一 Inin fx) FR), 本 
计算 除 x* 外 的 #4 个 点 的 形 心 x, 令 
T= [Dx _ x ], 


计算 出 fx), 
(3) 进行 反射 , 令 
Xx {2, 59) 
计算 Ar"t), 
(4) 车 了 (x+) 之 fz) , 则 进行 扩展 , 令 
XD 二 + x), ‘2. 60) 
计算 (x?), 转 (5)， 
车 (x) 太太 A(x), 则 置 x 人 =x (4) 一 
f(x"+2), 转 (7); 


若 Are+ro)2A0x), 则 进行 压缩 , 令 
fr) 一 min{f xy， /Cr+ ) ,其 中 全 ,nn 十 2), 令 
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x 一 六 十 Bx! x), 《2. 61) 
计算 fx" ), 转 (6). 
(5) 若 fxm)<Ax"*3), 则 置 
和 二 ET FY = 一 f(x**), 
转 (7) 否则， 置 Tx (7) 
(6) 若 /ACx"?) 人 f(x”), 则 虱 
i 二 x fx) 一 AACr"+*), 
进行 (7) ;否则 ,进行 收缩 , 令 
x +t = x 十 ya" 一 TY 一 ls: on 十 1. 


计算 fx) ti=],2, on 十 1; 进 行 (7). 
(7) 答 验 是 否 满足 收 合 准 则 . 背 


全 二 PU) -DT 了 下 一 se， (2. 62) 
则 停止 计算 ,现行 最 好 点 可 作为 极 小 点 的 近似 ;和 否则 , 置 大 :一 
上 十 1 ;返回 (2). 
例 2.2.21 用 可 变 多 面体 搜索 法 解 下 列 问 题 
min f(x) A Cr — 3) + 2 + 2)’, 
取 初 始 单纯 形 的 顶点 为 


二 0) 一 | 一 辣 E 一 [|， 
0 0 1 


aa 一 1，7 -= 2 R= 1/2,¢= 2. 
解 第 1 次 迭代 : 各 顶点 处 的 函数 值 分 别 为 人 (x) 二 17， 
Fr 一 12 了 (x) 二 27, 记 顶点 Cx， 
将 x 经 x 和 x 的 形 心 进行 反射 , 令 


1 
To ier rx) 2 ， 
< 0 
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在 xx 处 ,zzr) 一 5774, 令 反射 得 到 的 点 
于 十 


alx x) 一 | |. 
一 1 


1! 一 
A ==6 之 /f(x 中) 一 12., 进行 扩展 , 令 
_ 3 
4 一 二 YX XX) 一 2 | ， 
加 
由 于 /Cx 中 ) 一 字 </(x0), 因 此 用 x 将 换 x 中 ,得 到 新 的 单纯 形 . 
把 x5 仍 记 作 x? , 则 新 的 单纯 形 的 顶点 是 


3 
re | | 
0 一 2 


由 于 
| 诗 呈 LAeee) 一 fT) 一 7.23 > 8, 


不 满足 精度 要 求 , 需 继续 计算 ， 
容易 验证 ,经 过 3 次 寺 代 ,得 到 的 单纯 形 其 顶点 是 


5 5 3 
1 一 2 村 一 2 了 | 引 
一 2 一 3 一 2 


各 点 的 函数 值 为 
Are) = /4 f(x) = 9/4, frm) = 974. 


由 于 
($Y /DT 11s 


已 满足 精度 要 求 , 得 近似 解 "二 | 也, 一 2] .实际 上 ,问题 的 极 小 


点 = 二 (3, 一 2)T. 
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2.2.9 Powell 法 


1 Powell 基本 算法 

Powell 法 是 一 种 有 效 的 直接 搜索 法 ,这 种 方法 本 质 上 是 共 谣 
方向 法 . 

Powell 方法 把 整个 计算 过 程 分 成 若干 个 阶段 ,每 一 阶段 (一 
轮 先 代 ) 由 十 1 次 一 维 搜索 组 成 . 在 算法 的 每 一 阶段 中 , 先 依次 沿 
着 个 已 知 的 方向 搜索 ,得 一 个 最 好 点 ,然后 沿 本 阶段 的 初始 点 与 
该 最 好 点 连 线 方 向 进行 搜索 , 求 得 这 一 阶段 的 最 好 点 .再 用 最 后 的 
搜索 方向 取代 前 w 个 方向 之 一 ,开始 下 一 阶段 的 选 代 ， 

计算 步骤 : 

(1) 给 定 初始 点 x@ ,aa 个 线性 无 关 的 方向 dd， 
2 多 许 误 着 s>0, 置 有 一 1 

(C2) 置 Ke x 全 1», 从 x 出 发 ， 依次 沿 方 向 A , 
es ,人 ks 进行 搜索 ,得 到 点 ee SE ,再 从 x 出 发 ， 沿 
着 方向 de" 二 x 一 x*9 作 一 维 搜索 ,得 到 点 +. 

(3) 车 上 x 一 x 有 < 之 s; 则 停止 计算 ,得 点 x; 否 划 , 令 

dt 一 全 = 1 ，… ,好 ， 
置 上 : 一 上 十 1 返回 (2)， 

Powell 方法 用 于 极 小 化 正定 二 次 函数 时 ,如 果 每 轮 选 代 中 前 
#4 个 方向 线性 无 关 , 那 么 完成 n 个 阶段 的 近代 之 后 ; 必 能 得 到 有 个 
4 共 氏 的 方向 ,这 里 4 是 二 次 函数 的 Hesse 矩阵 . 因此 ,Powell 方 
法 在 上 述 条 件 下 具有 二 次 终 上 上 性 . 

值得 注意 ,在 夫 代 中 可 能 出 现 这 样 情 形 ;在 茶 轮 送 代 中 ,x 个 
搜索 方向 线性 相关 ,由 此 导致 即使 对 正定 二 次 函数 经 = 轮 和 迭代 也 
达 不 到 极 小 点 ,甚至 任意 迷 代 下 去 ,永远 达 不 到 极 小 点 ， 

例 2.2.22 考虑 问题 
min〔《zi 一 xy 十 2 十 【一 工 十 2a 十 了 时 十 (7 十 一 3 
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取 初 始 Xx" 及 搜索 方向 di ;2 so "为 


了 0 
,0 一 0602 = |1i ,ds = | 
人 0 1 


现在 用 Powell 方法 求解 . 首先 置 初 点 x 一 x 中 ,从 x 人 全 出 
发 沿 d"* ?搜索 ,得 到 点 x 5 一 (01/2,1,1/2)7. 

再 从 x 中 出 发 , 沿 方向 和 全 搜索 ,得 到 点 x 一 (1/2,1/3， 
17/2)7. 

第 3 次 搜索 ,从 x" 吕 出 发 , 沿 着 方向 2"? 进行 . 得 到 点 x 
一 人 172,173.5718)7. 

这 一 轮 最 后 一 步 , 从 zx0 汪 出 发 , 沿 着 方向 d0 吕 搜索 ,这 个 方向 
定义 为 


{0 一 


1 二 EI — 10) 一 


wl wl © 


经 搜索 得 到 点 x 一 (1/2,1/4,1/4)". 

由 第 1 轮 搜 索 结 果 易 知 , 进 行 第 2 轮 搜索 时 ,前 3 个 方向 
dd 各 线性 相关 . 它们 的 第 1 个 分 量 都 是 零 , 因 此 x 
出 发 依次 沿 这 三 个 方向 进行 搜索 时 ,第 1 个 分 量 恒 为 1/2. 这 表 
明 ,继续 搜索 下 去 永远 达 不 到 极 小 点 二 一 40,0,0) ， 

由 上 例 可 见 , 在 Powell 方法 中 ,保持 = 个 方向 线性 无 关 十 分 
重要 . 然而 ,Powell 本 人 已 经 注意 到 ,即使 不 像 例 2. 2. 22 那样 极 
端 情况 ,Powell 方法 也 可 能 选取 接近 线性 相关 的 搜索 方向 ,特别 
是 变量 很 多 财 更 如 此 . 这 种 可 能 性 会 给 收 雍 性 带 来 严重 后 果 . 为 了 
避免 这 个 困难 ,人 们 给 出 了 改进 的 Poweli 方法 . 
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2 改进 的 Powell 方法 (Sargent 形式 ) 

改进 的 Powell 方法 与 原来 方法 的 主要 区 别 在 于 替换 方向 的 
规则 不 同 . 改进 的 Powell 方法 ,当初 始 搜索 方向 线性 无 关 时 ,能 够 
保证 以 后 每 轮 先 人 民 中 前 个 方向 总 是 线性 无 关 的 . 而 且 随 着 先 代 
的 延续 ,搜索 方向 接近 共产 的 程度 逐渐 增加 . 

计算 步 又: 

(1) 给 定 初始 点 x ,线性 无 美的 方向 故人 
给 定 允 许 误差 e>0, 置 上 一 1. 

(2) 管 x 二 x, 从 x? 出 发 ,依次 沿 方 向 4 ?ad*?， 
…,d* 中 作 一 维 搜索 ,得 到 点 ze 求 指标 ,使 得 

Fn D) 一 Fe = max Fr) 一 Ce) 

令 四 一 0 车 1 天 s 则 停止 计算 # 香 
由 ,进行 (3). 

(3) 求 人 + 使 得 

Je 十 和 re 一 minf (x 十 Ma 

全 <e 则 停 i 
计算 ,得 到 点 x 中; 否则 ,进行 47. 


(4) 若 
(0 十 OA 1 
Pe 六 [fe | » [2.63) 
则 令 dD 1 


dtl 一 全 半天 和 
莉 冯 :一 十 1 , 转 (235 否 则 ,使 
dt = dj 1 
置 上 :一 上 十 1, 转 (2). 
改进 的 Powell 方法 不 再 具有 二 次 终止 性 ,但 它 的 计算 效果 仍 
然 令 大 满意 . 
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2.3 约束 非 线性 规划 方法 
2.3. 1 Zoutendijk 可 行 方 应 法 


可 行 方向 法 可 看 作 无 约束 下 降 算 法 的 自然 推广 ,其 典型 策 路 
是 从 可 行 点 出 发 , 沿 着 下 降 的 可 行 方向 进行 搜索 , 求 出 使 目标 函数 
值 下 降 的 新 的 可 行 点 , 算法 的 主要 步骤 是 选择 搜索 方向 和 确定 沿 
此 方向 移动 的 步 长 . 搜索 方向 的 选择 方式 不 同 就 形成 各 种 可 行 方 
向 法 . 下 面 给 出 Zoutendijk 可 行 方向 法 . 


1 线性 约束 情形 
考 虚 非 线性 规划 问题 ; 
min f(r); 
s.t. | (2, 64) 
Er -=e, 


其 中 f(x) 是 可 微 孙 数 ,4 为 mXn 欠 阵 ,E 为 :Xn 和 矩 阵 ,xEE", 
和 e 分 别 为 可 维 及 ! 维 列 向 量 . 可 行 域 记 作 
Ss= {xlAr bEr = er € E"). 
用 可 行 方向 法 求解 上 述 间 题 ,整个 过 程 分 作 两 步 . 假设 * E 
5 已 扼 . 第 一 步 ,在 x 中 求 一 可 行 下 降 方 向 4 "第 二 步 , 从 x 出 
发 , 沿 方 向 d&2 搜 索 , 求 出 步 长 入 ;使 得 后 继 点 x*1 VES. 
为 求 可 行 下 降 方向 4a 中, 需 解 下 列 线性 规划 ， 
min Vi(x™) ad; 
st, A 0, | 《2. 65) 
Ed = 0, 
ld;l 1 = 1 
其 中 1 是 不 等 式 约 束 4x 实 5 中 ,在 x“ 处 起 作用 约 东 的 系数 甜 
阵 . 具体 地 ,假设 在 x“ 点 可 以 写作 
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和 Ai b 
4=[4)'»—L,) 

使 得 不 x 中 一 4x 中 守 本 .约束 条 件 1q;| 志 1, 是 为 了 获得 一 个 有 
根 解 . 

对 于 问题 (2.65), 由 于 a 一 0 是 可 行 解 ,因此 目标 阔 数 的 最 优 
秆 必定 小 于 或 等 于 零 . 如 果 目 标 函 数 沪 /tx "a 的 最 优 值 小 于 
寒 , 则 得 到 下 降 可 行 方向 d; 如 果 目 标 沙 数 VACx*)"d 的 最 优 值 为 
零 , 则 如 下 面 定理 所 述 ,x 是 Kubn-Tucker 点 . 

定理 2.3.1 考虑 (2.64), 设 x 是 可 行 解 ,在 点 x 处 有 x= 
bi ,x 让 ,其 中 


则 * 为 Kuhn-Tucker 点 的 充 要 条 件 是 (2. 65? 的 目标 函数 最 优 值 
根据 定理 ,求解 (2. 65) 的 结果 ,或 者 是 得 到 下 降 可 行 方向 ,或 
者 得 到 Kuhn-Tucker 点 . 
方向 42 确定 后 ,再 求 沿 此 方向 移动 的 步 长 改 . 为 此 ,求解 下 
列 问题 ，; 
min flx® 十) 
st 人 0A 人 
其 中 入" 是 步 长 上 上限 ,加 此 上 限 的 下 的 是 使 后 继 点 为 可 行 点 ,即使 
得 


{2,66) 


x 十 Nd ES. 


确定 :的 方法 如 下 ; 
b= bh, — Asx™*. (2,67) 
d= 各 :Go (2.68) 
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co 当 如 之 0 
其 申 户 ,之 分 别 为 志和 他 的 第 ;个 分 量 . 
计算 步骤 : 


(1) 给 定 初始 可 行 点 #”, 置 站 一 1 


(2) 在 点 x“ 处 ,把 4 各 分 解 成 | 和 [使 得 4 ro 一 


bx 计算 六 x) 
(3) 求解 线性 规划 问题 
mm Vir) Td; 
s.t. Ad 守 0， 
Ed 一 0， 
一 1] 和 1 = 


得 到 最 优 解 d 9， 
(4) 如 果 立 ze 一 0， 则 停止 计算 ,* 宕 为 Kuhn-Tucker 
点 ;否则 ,进行 (5). 


(5) 利用 (2, 67) 至 (2.69) 计 算 ox :然后 在 [90,hmxj 上 作 一 维 
搜索 : 
min flr + Md ); 
st， 0 和 A Mr 
得 到 最 优 解 入 , 令 
Xt x 
(6) 置 ; 一 十 1 ,返回 (2)， 
例 2.3.2 用 Zoutendijk 可 行 方向 法 解 下 列 问 题 
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min 好 十 .太一 2 一 4rs 十 6 


st 一 2 十 习 十 1 之 0， 
一 2 一 好 十 2 之 0， 

| 之 0， 

1 


取 初 始 可 行 点 xD 一 (0,.0)7. 

解 第 1 次 运 代 ; 

Y 处 目标 函数 的 梯度 YAFx0) 一 (一 2 一 4 起 作用 约束 和 
不 起 作用 约束 的 系数 短 阵 及 右 端 分 别 为 


1 9 一 
“9 
D 1 一 一 ] 


求 在 x 处 的 下 降 可 行 方 向 ,为 此 需 解 线性 规划 问题 : 
mm Vi di 
st A 让 0， 
[al S11 一 1,2， 


即 求解 
mn — 2d — 4d; ，} 
$+ A 宇 0， 
dz 之 0， 
一 1 守山 竺 1， 
一 1 雪人 所 1， 
用 单纯 形 方 法 解 此 线性 规划 ,得 到 最 优 和 解 
d = (1,1).. 
再 求 步 长 1; 


”15S4 


d= Ad 一 (一 1， 一 2)T， 
下 一 而 一 4:z 一 【一 1 一 2)T， 
As = min| 三 4 三 ?| 1， 
解 一 维 搜索 问题 ， 
min xz Mt) A 2X 64+ 6; 
s.t, 0 和 AEC1l. 
解 得 入 ==1. 经 第 1 次 选 代 得 到 点 
x 二 中 十 AdY 一 《1 ,13T. 
后 面 渤 代 , 按 同样 方式 进行 . 
第 2 次 适 和 拒 中 , 求 得 可 行 方向 4d 二 (一 1,1)". 从 x 号 出 发 , 沿 
d2 方 向 进行 一 维 搜索 ,得 到 步 长 如 =172. 因此 
= x 十 hd 一 《172，372)7. 
第 3 次 迁 代 ,从 x 出 发 . 在 求 可 行 方向 时 得 到 df2 一 (0,0)， 
根据 定理 2. 3. jx 一 (172 372 一定 是 Kuhn-Tucker 点 ， 
由 于 例 是 凸 规划 ,因此 是 最 优 解 ,目标 函数 的 最 优 值 /一 
fx)=3/2. 
2 非 线 性 约束 情形 
考虑 疝 题 


min f(x); 
St， FOF 0 = Ltt sh, 
其 中 x EB ,A(x) ,g(x) 均 为 可 微 语 数 . 
为 了 确定 在 点 x 处 的 可 行 方向 ,需要 求解 下 列 线性 规划 问题 ， 
min 补 # 
Sst, YACr)I 一 ><0， 
Ve(x) d+z0iEeEl, 
ld 1 = 1 
其 中 7 了 =tilg(7) 一 0} 


《2 707 


(2.71) 
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设 (2.71) 的 最 优 解 为 (z ,4#), 如 果 z 过 0, 则 4 是 在 x 处 的 下 降 
可 行 方向 ;如 果 *=0, 则 zx 为 Fritz John 点 ， 
运用 可 行 方向 法 求 * 史 的 后 继 点 时 , 先 解 线性 规划 (2. 71)( 其 
中 芋 以 2 代入 》 求 出 在 点 ze% 的 可 行 下 降 方 向 de ,然后 确定 沿 
中 方向 移动 的 步 长 因为 此 需要 求解 下 列 一 维 搜索 问题 : 
min Fr 十 Md ); Ca 
st. 0AS A : 
其 中 
Mex 一 sup 人 ABC 十 MT) FO = 1 (2.73) 
计算 步 又 ; 
(1) 给 定 初始 可 行 点 x"', 置 =1. 
(2) 令 T= {ilg:Cx") 一 0), 解 线性 规划 人 问题 ; 
min 2z;, 
st, Vi dri0, 
vex d+z0iEl, 
~ 1d lj 1 
得 到 最 忧 解 (2 ,qd ). 
车 z= 二 0; 则 停 目 计算 ,x* 为 Fritz John 点 ;否则 ,进行 (3). 
(3) 求解 一 维 搜索 问题 ， 
min f(x 十 好 由) 
3.1,， 0 EAC hh 
其 中 加 ,x 由 (2, 73) 确 定 ,得 到 最 优 解 八 ， 
《43 令 xD 一 x0 十 de , 置 有 :一 上 十 1 如 呵 (2). 
3 Topkis-Veinott 修正 
Zoutendijk 法 产生 的 序列 可 能 不 收 侣 于 Kuhn-Tucker 点 , 因 
此 Topkis 和 Veinott 对 这 种 方法 做 了 改进 ,把 求 方向 的 线性 规划 
改写 成 : 
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min gz! ， 
st WAIT 一 > 二 0， 
VE CN d+ re g(x), = 1, mm, 
1d 和 1)j = 1， 
经 过 修改 , 紧 约 束 和 非 紧 约 东 在 确定 下 降 可 行 方 应 中 均 起 作 
用 ,并 且 在 接近 非 紧 约束 边界 时 ,不 至 发 生 方 向 寞 然 改 变 , Topkis- 
Veinett 算法 产生 的 序列 {x 中 }, 其 征 一 豪 点 是 Fritz John 点 , 即 对 
尾 一 聚 点 x, 存 在 不 全 为 零 的 非 负数 wo ,及 w;(i EN ,使 得 
wo Fr) 一 2 VE) 一 0. 
计算 步 又 ， 
(1) 给 定 初始 可 行 点 wo , 置 & 一 工 
《2) 求解 线性 规划 
max 六 
st Vim d— ze0, 
Vg(x di gD), = 1 
一 ld 和 11 二 1, yn 
得 到 最 优 解 (zx,d*’). 
(3) 车 z==0; 则 阅 止 计算 ,这 时 ,x 中 为 Fritz John 点 ;否则 , 进 
行 (4)， 
(4) 求 步 长 如 : 
mn fA 十 MD); 
St 人 0AS Ms 
其 中 .= 二 sup {41g;Cxr 中 十 如 由) 守 0,1 二 1 ,+m) , 求 得 最 优 解 入 
(5) 令 x 二 x 中 十 机 dd 中 , 置 上 :一 不 十 1 ,返回 (2). 


2.3.2 Rosen 梯度 投影 法 
考虑 问题 
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min F(X): 
s,t, Ax 守 5, (2. 7 和 4) 
Er=€. 
其 中 f(x) 是 可 微 函 数 ,A 为 mm xn 第 阵 ;E 为 xn 算 阵 , 
为 了 介绍 Rosen 梯度 投影 法 (gradient projection method)， 
先 给 出 投影 抢 阵 (projection matrix) 概 念 ， 
定义 33.3 设 P 为 a 阶 和 矩阵 ,车 P=PT 且 Pr 一 P, 则 称 P 为 
投影 矩阵 ， 
例 2.3.4 设 邮 为 加 xz 矩阵 , 秩 为 四 , 令 
QO = MMMD MM, 2,75) 
到 
P=i— MMM') IM, 2.76) 
则 PP 和 旭 均 为 投影 害 陈 . 
投影 窍 降 上 其 有 下 列 性 质 ; 
人 1》 车 了 为 投影 答 阵 , 则 PP 为 半 正 定 和 矩阵 . 
(2) 为 投影 第 阵 的 充 要 条 件 蚌 人 = 了 一 P 为 投影 从 阵 . 
(3) 设 P 和 Q=1 一 P 是 # 阶 投影 矩阵 ; 则 
L= {Pxrlx€ E'") 
与 
Li= {Oxr|r € Ee”)} 
是 正 交 线性 子 空间 , 且 任 一 xE Er" 可 了 唯一 分 解 成 x 一 p 二 4,pEL,g 
所 并 上， 
梯度 投影 法 的 基本 思想 仍然 是 从 可 行 点 出 发 , 沿 可 行 方向 进 
行 搜索 , 当 和 迭代 出 发 点 在 可 行 域内 部 时 , 洛 负 梯 度 方 向 搜索 . 当 迁 
民 出 发 点 在 某 些 约束 的 边界 上 时 ,将 该 点 处 的 负 和 梯度 投影 到 Y 的 
零 空 间 (null space)( 即 Mx 一 6 的 解 空 间 ). M4 是 以 起 作用 约 东 的 
梯度 为 行 构 成 的 矩阵 . 下 面 定 理 2. 3.5 表明 ,这 样 的 投影 是 下 降 可 
行 方 向 . 再 沿 此 方向 进行 搜索 . 因此 ,Rosen 梯度 投影 法 也 是 一 种 
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可 行 方 向 法 . 
定理 2.3.5 设 x*+ 是 问题 (2.74) 的 可 行 解 ,在 x 处 有 Ax 二 
六 47 其 中 


P=I—M" (MM) IM, 
PVYfO Ah daa— PY), 

则 4 是 下 降 可 行 方向 . 

这 个 定理 ,在 PYA(x) 才 0 的 假设 下 ,给 出 用 投影 求 下 降 可 行 
方向 的 一 种 方法 . 

当 PYAFOX) 一 0 时 ,有 两 种 可 能 ;或 者 x 是 Kuhn-Tucker 点 ， 
或 者 可 以 构造 新 的 投影 年 阵 , 以 便 求 得 下 隆 可 行 方 向 . 

定理 2.3.6 设 xz 是 (2.74) 的 一 个 可 行 解 , 在 点 x 处 ,有 入 x 
二 ;Ax 这 Bs, 其 中 


MA | 人 | 为 满 区 算 阵 ,Pa 一 Mr(MNAD -ML， 
w= (MM MY fF) 一 | 


其 中 ww 和» 分 别 对 应 于 4 和 吾 , 设 PS Fe 一 0, 则 
OY) 如果 20 那 么 为 Kuhn-Tuckel 点 ; 
(2) 如 果 站 中 含有 负 分 量 ,不 妨 假设 ww < 乏 0, 这 时 从 #1 中 去 掉 


xz 对 应 的 行 , 得 到 4 ;， 
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PAI—M' (MM) iM da PY) 
那么 4 为 下 降 可 行 方向 ， 
计算 步骤 ， 
(1) 给 定 初始 可 行 点 x, 置 天 一 1. 


《2) 在 点 x 中 处 ,将 4 和 分 解 成 [0 ].|[ ,使 和 Aix obi, 
Asr'™ bb,. | | 


身 ， 
3) MA | 人] ,如 时 M 是 空 的 , 则 PAT( 单 位 矩阵 ); 否则 ， 
PAaI—M MM) I'M. 
(4) dA 一 PYfCxD), 若 d* 关 0 则 转 (6); 若 4 中?=0, 刘 进 
行 (657. 
(5》 若 好 是 空 的 , 则 停 上 计算 ,得 到 xi; 否则 ， 


wa MM MY 一 “|. 
Vv 


如 果 & 尝 0, 旭 停止 计算 ,x 中 为 K-T 点 ;如 果 w# 包含 负 分 量 , 则 选择 
一 个 负 分 量 , 比 如 ,修正 4 ,去 掉 4 中 对 应 的 行 ,返回 (3). 
(6) 求 步 长 , 解 下 列 问 题 : 
min Fr 十 Md); 
5.t, 0 AR Anex, 
其 中 jw 由 (2. 69) 确 定 . 得 解 后 ， 
CD 六 十 加 古 避 ， 
置 点 : 一 上 十 1 返回 (2). 
例 2.3.7 用 Rosen 梯度 投影 法 求解 下 列 问 题 : 
min Fx) A 27 Dx? — Drre — 4 — xs} 
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号 Xi XX 2 一 2, 
一 一 by 这 一 5, 
工 | 0 
十 这 0， 
初 点 取 和 作 x 一 (0,0)7， 
解 第 1 次 迭代 , 在 点 处 梯度 wzo) 一 | | 
在 xx 处 起 作用 约束 指标 集 [一 13,4), 即 xz) 衬 0 和 x, 实 0 是 在 
x 处 的 起 作用 约束 . 其 余 约 束 是 不 起 作用 约束 ;因此 将 约束 系数 
矩阵 4 和 右 庙 上 分 解 为 


4 ,a [1 -1 
0 1 -1 一 5 
0 一 2 
m= lo) 车 
P=1— AT(AAD-'A, 一 | "| 


Dn 0 
负 梯 度 方向 在 4 的 零 空间 上 的 投影 
如 一 一 Pw fr) 一 [| 


投影 矩阵 


计算 向 量 Wi 


Hy —6 
修正 4 去 掉 入 | 中 对 应 ww 二 一 6 的 行 , 即 第 2 行 , 得 到 4 ,一 
C1.0). 
再 求 投影 答 阵 PP ; 
pr1-ArAa Aan-[ 中 
0 1 
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令 投 影 方向 
d=— poyfaxn)— [,]. 


求 沿 方向 & "移动 的 步 长 ,求解 


min fxr 十 好 上 ); 


(2.77) 
St. 0A oy, 
为 此 先 求 步 长 上 限 A. 由 于 
b = hr" = | |， d -42w=| |， 
一 5 一 30 
根据 (2. 69), 有 
mnl—2 一 5 工 
和 一 min| 二 .三 二 6 


这 样 , (2. 77) 即 
min 79242 一 36A; 
st， 0A 1/6, 


解 得 四 =176. 经 第 1 工 次 选 代 ,得 到 
(2) vtly 了 0 
x= [| 


第 2 次 选 代 与 上 次 类 似 , 经 迭代 得 到 


XD x 十 人 一 


第 3 次 选 代 ,以 x 为 始点 .经 简单 计算 易 知 ,在 x 处 投影 方 
向 
di PYFrmY —— [| 
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而 且 w 一 (4D- YAGre) 一 吾 >0 
根据 定理 (2, 3, 6) ,xc 为 Kuhn-Tucker 点 . 由 于 本 例 为 凸 规 
划 ,Kuhn-Tucker 点 是 整体 最 优 解 . 


2. 3.3 既 约 梯度 法 


1 Wolfe 既 约 梯度 法 

Wolfe 于 1963 年 提出 产生 下 降 可 行 方向 的 另 一 种 方法 , 称 为 
既 约 梯度 法 (reduced gradient method) ,下 面 简 述 算法 原理 . 

考虑 具有 线性 约束 的 非 线性 规划 问题 

min f/x); 
st. Ar =, {2. 78) 
XO. 
其 中 4 为 mxXn 答 阵 , 秩 为 mr,b 是 m 维 列 向 量 ,f 是 到 上 的 连续 
可 微 通 数 . 假设 4 的 任 迪 mw 个 列 均 线性 无 关 , 并 且 约 束 条 件 的 每 
个 基本 可 行 解 均 有 xx 个 正 分 量 ,在 此 假设 下 ,每 个 可 行 解 至 少 有 
mr 个 正 分 量 ,至 多 有 (Cn 一 区 ) 个 零 分 量 ， 

Wolfe 既 约 梯度 法 的 基本 思想 是 ,把 变量 区 分 为 基 变 量 (basic 
variable) ,有 xm 个 ,和 非 革 变 量 (nonbasic variable) ,它们 之 间 的 关 
系 由 约束 条 件 4x 一 志 确 定 ,将 基 变 量 用 非 基 变量 表示 ,并 从 目标 
函数 中 消去 基 变 量 , 得 到 以 非 基 变量 为 自 变 量 的 简化 的 目标 郴 数 ， 
进而 利用 此 函数 的 负 梯 度 构造 下 降 可 行 方 向 . 简化 目标 函数 关于 
非 基 变量 的 梯度 称 为 目标 函数 的 既 约 梯度 (reduced gradient). 算 
法 的 中 心 问题 是 使 用 既 约 梯度 构造 搜索 方向 . 

先 给 出 既 约 梯度 表达 式 ， 

可 令 

Xp 
4 一 《有 ,MD)，x 一 [| 
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其 中 8 是 mxXm 阶 可 道 矩阵 ,rs 和 xn 分 别 是 由 基 变 和 量 和 非 基 变 
量 构成 的 向 量 . (2, 78) 的 等 式 约束 中 ,将 xs 用 xx 表示 ， 
xs = BI'b— BiNY, 《2. 709) 
Fixw) = f(xpCXw) NN). 
原来 间 题 简化 为 仪 在 变量 非 负 的 限制 下 极 小 化 下 (xw). 于 是 ,问题 
(2, 78) 可 以 转化 为 求解 下 列 问题 : 
min F(x)s (2. 80) 
St, Xan 2 0, 
利用 复合 函数 求 导 数 法 则 ,可 求 得 FCxn) 的 梯度 , 即 7(x) 的 既 约 
梯度 . 
NEw) = VE (Xn) 
i frrw) rw) — (BOIN)T™Y fxn) Xn). 
《2, B81» 
下 面 利用 既 约 梯度 构造 搜索 方向 : 


令 搜索 方向 
4 = [a | 


其 中 各 和 向 分 别 对 应 基 变 量 和 非 基 变 基 . 

为 使 目标 函数 值 下 降 ,zt 应 取 负 既 约 梯度 方向 . 但 是 当 某 个 
分 量 xx 一 0 且 7;(xw)>0 时 , 沿 负 既 约 梯 度 方向 移动 将 破坏 可 行 
性 ,因此 定义 驳 ' ,使 得 


dh 一 XH CAN ), 当 Y ,Cx ) 0, (2. 82) 
Ch), Yr) 0. : 
并 令 
do BiNdi. (2. 83) 


由 于 六 >0, 因 此 d 由 对 于 x 多 也 一 定 是 可 行 方向 , 最 终 得 到 
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天 开本 
do 一 | “ | (2. 84) 


dy 
从 x 出 发 沿 方 向 d ”移动 的 步 长 4, 其 上 限 由 下 式 确 定 : 
” 当 4d 外 之 0， 


容易 证 明 ,按照 上 述 方式 构造 的 方向 4 为 零 辣 量 时 ,相应 的 点 
为 Kuhn-Tucker 点 ;4 为 非 零 向 量 时 , 它 必 是 下 降 可 行 方 向 , 
定理 2.3.8 设 x 是 问题 (2,78) 的 可 行 解 ,4 二 (8,N) 是 xX 
nn 矩阵 ,8 为 mm 阶 可 族 和 矩阵 ,x 一 ( 窒 ;X56)" ,xp 计 上 0, 函 数 了 在 点 x 处 
可 微 , 叉 设 4 是 由 C2. 82) 和 (2.83) 定 义 的 方向 .如果 d 关 0, 则 qd 是 
下 降 可 行 方向 ,而 且 4 二 的 充 要 条 件 是 * 为 Kuhn-Tucker 点 . 
计算 步 又 ; 
(1) 给 定 韧 始 可 行 点 x 和 ,允许 误差 :>0, 置 ==1. 
(2) 大 x 中 中 选择 mm 个 大 分 量 , 它 们 的 下 标 集 记 作 ,4 的 第 
7 列 记 作 Pj;, 令 旦 是 由 {Pj|jEJi} 构 成 的 mx 险 矩 阵 ,w 是 由 {P,)j 
区 J 构成 的 mxX tn 一 2) 从 阵 . 由 (C2. 81) 求 出 YCxw) ,并 由 (2. 82) 
和 (2. 83) 求 出 dP 和 瑟 ', 从 而 得 到 搜索 方向 4 
C3) 若 de 1 <se, 则 停止 计算 ,得 到 点 x 中 ;否则 ,进行 (4). 
C4) 由 (2, 85) 求 hs 从 x 出 发 , 沿 4 中 搜索 : 
min f(x A ); 
s.t. 0A 如 


得 到 最 优 解 汶 ， 
《5) 令 xD 一 Y 十 Nd 天， 一 类 十 1) 转 (2)、 
现 举例 说 明 上 述 计算 过 程 . 


例 2.3.9 用 Weoife 既 约 梯度 法 求解 下 列 问 题 : 
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min 2x1 十 好 
St， XI 一 xz 十 并 3 = 2, 
— 27 十 + 十 之， 
X07 二 1,2,3,4. 


解 ” 取 初始 可 行 点 2 一 (1,3,4,0)T， 
第 1 次 达 代 ,J 二 {2,3) AD) 一 (4,6,0,077 


=- 
把 约束 方程 的 系数 矩阵 4 分解 成 B 和 NN; 
5 
根据 (2. 81) 至 (2. 84), 求 得 既 约 梯度 及 搜索 方向 为 


16 
(外 一 | |， 


a 一 16 2 一 38 
= [= | 中 a = [= [- 2 
d= (— 16,— 38, — 22，6)7. 
沿 方 向 dt 的 步 长 上 鸯 和 .一 1716. 
从 # 出 发 , 沿 4 搜索 , 即 求解 下 列 问题 : 
min 2(C1 — 164): + (3 — 384)’; 


pr 
和 


gt. os) 所 去. 


解 得 A =1716. 
经 第 1 深 偿 代 , 得 到 点 
5 
Xk 十 ad 一 [2 ,全 引 , 
{2 


第 2 次 迭代 ， i 这 时 下 标 集 J, 一 !, 即 基 变 量 为 


xzsx3, 根据 第 1 次 炙 送 代 结 
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5 
人 D 
x 一 [|= 3 人 一 [= 3|， 
Ta 21 x 襄 


既 约 梯度 


从 x 出 发 沿 方 向 4 中 的 步 长 上 限 如 a 一 1/2. 经 这 次 选 代 得 到 
x 一 YX 十 jd2 = (0,0,2,1)", 

在 进行 第 3 次 选 代 时 ,发 现 搜索 方向 4&s2 一 (0,0,0,0) .根据 
定理 2. 3.8, 现 行 点 x 一 (0,0,2,1)" 是 Kuhn-Tucker 点 .由 于 本 
例 是 凸 规划 ,因此 x 是 整体 最 优 解 . 

2 广义 既 约 梯度 法 

Abadie 和 Carpentier 把 Wolfe 既 约 梯度 法 推广 到 具有 非 线 
性 约 昌 的 情形 ,给 出 广义 既 约 梯度 法 (generalized reduced gradi- 
ent method) ,简称 为 GRG 算法 . 原来 的 婚约 梯度 法 则 简称 为 RG 
算法 . 


考虑 非 线 性 规划 倍 题 : 
mn CD) 
st. hr) 一 再 (2. 86) 


[人 
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其 中 Cx) 一 Ch Cx sh CX) 
f= Cd) (ee) 
了 iii) 是 连续 可 微 丽 数 ,fE 五 " ,mn 
类 似 于 RG 算法 ,把 变量 区 分 为 基 变量 和 非 基 变量 ,它们 组 成 
的 向 量 分 别 用 x; 和 xw 表示 . 相应 地 ,把 h(x) 的 Jacobi 矩阵 


Ea 
ary” “并 

| 

Ee (2. 87) 
WM 
dar” ar, 

分 解 成 
兰 = | 站 总 | 
a lary arn 六 


这 里 假设 前 关 个 分 量 是 基 变 量 ,并 假设 矩阵 萤 非 奇异 . 这 祥 ,xs 


可 以 用 zw 表示 ,从 布 把 目标 羡 数 化 成 只 是 xx 的 函数 , 即 
FOREXN) XN) 一 Fxn). 
婚约 梯度 


row) 全 时 全 Vf [六 | 但] 7 《2. 88) 
其 中 


Af -12 | " 
UXy 和 [到 二 dr, ” 

下 面 说 明 怎 样 利用 醋 约 梯 度 解决 搜索 方向 问题 , 对 应 非 基 变 
粳 xw,， 定 义 一 个 向 量 4 和 ,使 它 的 分 量 满足 


D0， 当 了 号 一 tv 县 入 GD) > 0， 
a = 


(2, 89) 


或 当 x = ty, 且 ,Cx ) < 0; 
,Cx , 其 它 . 
(2, 90) 
* 168。 


其 中 a 凡是 dp 的 第 j 个 分 量 ,x 多 是 各 的 第 了 个 分 量 ,5 和 wn 
分 别 是 非 基 变量 rw 的 下 界 和 上 办. 

由 于 #xz) 一 4 是非 线 性 方程 组 ,不 能 像 线 性 约束 那 梯 求 出 
4 名 的 表达 式 . 为 从 出 发 求 出 使 目标 莫 数 值 下 降 的 可 行 点 ,在 
定义 dp 以 后 , 取 适 当 的 步 长 4, 令 xn 二 x 个 十 姑 祭 , 且 使 得 


ly EY NE Mn, 


再 求解 非 线 性 方程 组 
hy ,xm 一 个 . 《2. 91) 
得 到 y . 若 满足 
f OY yx) < fx xy, {2, 92) 
并 且 
by Eds (2. 93) 
则 得 到 新 的 可 行 点 (y ,xw; 若 ? 不 满足 (2. 92) 和 (2. 93), 则 三 小 
步 长 4, 重 复 以 上 过 程 . 
计算 步 台 ， 


C1) 给 定 初始 可 行 点 x, 允许 误差 ,sz 半 0; 正 整数 J 了, 置 
站 一 1， 
(2) 将 x 中 分 解 成 基 变 量 和 非 基 变量 ; (x 让 ;x8 ). 按照 (2, 88) 
计算 既 约 梯度 y(xw) ,依据 (2. 90) 求 得 方向 慌 :. 

《3) 若 ‖ d 各 1 <s, 则 停止 计算 ,得 到 x 史 ;否则 ,进行 (4)， 

(4) 取 >0, 令 wy 二 t 信 十 入 四 ,车 及 之 xwuw; 则 进行 (5); 井 
则 ,以 寺 4 代替 2, 再 求 zw 直至 满足 In< xuw ,进行 (5). 

C5) 求解 非 线 性 方程 组 (2. 91). 采用 牛顿 法 求解 ; 

令 ID 一 1 名 ,一 1 进行 下 列 步 台 ， 

1) 令 

。169 。 


在 (7 和 3 x mw) 


pt 一 一 [2 ,区 2] 


若 CytD xD 之 fe) ,1sy Dw; 并 且 上 GyD ,x 说 用 过 
和 网 各 (1 下风, 进行 2 


2) 若 j 一 J 本, 则 以 三 54 代 适 令 wx 如 十 1 他， 7 一 证 ,四 
一 1], 返回 1); 否 则 ， 时 ， 一 7 十 1, 返 回 1). 
(6) 令 xurD 一 (yo+rDxA, 置 开 ， 一 上 1 返回 (2)， 


为 了 减少 计算 量 , 在 解 非 线 性 方程 组 时 ,可 用 [ 号 S 2 ] 3 


伺 取代 | Go ] “由 于 前 者 在 求婚 约 梯度 时 已 经 计算 ,这 样 
做 并 不 增加 工作 基 
2.3.4 Frank-Wolfe 法 


Frank 和 Wolfe 于 1956 年 提出 求解 线性 约束 问题 的 一 种 算 
法 ,考虑 非 线性 规划 问题 : 
min tx); 
Ss, t, a (C2. 94) 
x 让 0 
其 中 4 是 mxXan 算 阵 , 秩 为 mx.$ 是 m 维 列 向 量 . A(x) 是 连续 可 微 
函数 ,xE EE". 间 题 的 可 行 域 为 
So 二 {r|Ax = 上 ,x 20). 

Frank-Wolfe 算法 的 基本 思想 是 ,在 每 次 选 代 中 ,将 目标 蔓 数 
Fox) 线 性 化 ,通过 解 线 性 规划 求 得 下 降 可 行 方向 ,进而 沿 此 方向 
在 可 行 域 骨 作 一 维 搜索 . 

假设 x 是 已 知 的 可 行 点 . 在 x*“ 特 f(x) 展开 ,用 线性 函数 近 
似 了 (x), 于 是 (2.94) 转 化 为 求解 下 列 线 性 规划 : 
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min SACDTzi 
s.t. 北 丰 间 . 
设 存在 最 优 解 y*E5S, 则 解 线性 规划 的 结果 必 为 下 列 两 种 情 
形 之 一 : 
《1) 如 果 
TAG x = 0, {2, 95) 
则 x 中 为 (2. 94) 的 Kuhn-Tucker 点 
(2) 如 果 玉 中 一 x 关 0; 那 么 yy 一 x 中 为 下 降 可 
行 方向 . 这 时 ,从 + 中 出 发 , 沿 此 方向 作 一 维 搜索 ， 
计算 步骤 : 
《1) 给 定 初始 可 行 点 x， , 介 许 误差 >0, 置 =1， 
(2) 求解 线性 规划 问题 
mn YA 
号 ,十 ， 全 S, 
得 到 线性 规划 的 最 优 解 y*， 
《3) 车] Oy 一 x | 二 5; 则 停止 计算 ,得 到 点 x 个 ， 
否则 ,进行 步 (4). 
(4) 从 x 中 出发 , 沿 方向 > 一 x 中 ,在 连结 x 中 和 y 的 线段 上 
搜索 : 
min Fr 十 (全 加 XY 
st， 0AEL1, 
得 到 久 . 
C5) 令 人 D 二 x 中 十 入 Cy 中 一 庆 中 》 置 上 一 下 十 1, 返 回 步 (2). 
车 在 迷 代 中 C2. 95) 疮 不 成 立 , 便 产生 序列 {x“), 这 个 序列 的 
每 个 阳 点 一 定 是 Kuhn-Tucker 点 . 
定理 2.3.10 设 了 上 是 连续 可 微 函 数 , 下 列 两 个 条 件 之 一 成 
YY: 
(1) 5S={xlAr 一 ,x¥ 庄 0 有 界 ; 
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(2) 当 上 x 一 十 oo 时 ,f(x) 一 十 co、 

初 点 x 中 ES, 则 Frank-Wolfe 算法 收 总 于 (2.947 的 Kuhn- 
Tucker 点 ， 

Frank-Wolfe 算法 是 一 种 可 行 方 向 法 . 使 用 这 种 方法 ,在 每 次 
选 代 中 ,搜索 方向 总 是 指向 极点 ,并 瑟 当 迷 代 点 接近 最 优 解 时 , 搜 
过 方 向 与 目标 函 数 的 梯度 趋 于 正 交 ,这样 的 方向 并 不 是 最 好 的 下 
降 方 向; 因此 算法 收敛 较 慢 . 但 是 ,这 种 方法 把 求解 非 线性 规划 转 
化 为 求解 一 系列 线性 规划 ,在 某 些 情形 下 ,也 能 收 到 较 好 计算 效 
果 , 在 实际 应 用 中 仍 是 一 种 有 用 的 算法 . 


2.3.5 近似 规划 方法 


考虑 非 线性 规划 癌 题 ; 
min f(r): 
St EgAX) 0 二 | (2. 06) 
h(x) = 0,7 = lyl. 
其 中 xEE, fgA(XO=1, 7) 和 (xX) (j 二 1,… ,四 均 存 在 
一 阶 连 续 偏 导数 . 
近似 规划 法 (approximation programming method) 的 基本 思 
想 是 ,将 (2. 96) 中 的 目标 副 数 x) 和 约束 函数 gj(x) (j= 二 1,…， 
my Arxz)C 一 1 线性 化 ,并 对 变量 的 取 值 范围 加 以 限制 ,从 
而 得 到 线性 近似 规划 ,再 用 单纯 形 方法 求解 ,并 把 其 最 优 解 作为 
(2.96) 的 解 的 近似 , 每 得 到 一 个 近似 解 后 ,再 从 这 解 出 发 ,重复 以 
上 步骤 . 这 样 ,通过 求解 一 系列 线性 规划 ,产生 一 个 由 线性 规划 最 
优 解 组 成 的 序列 . 经 验 表 明 ,这 样 的 序列 往往 政策 于 非 线 性 规划 同 
题 的 解 . 
计算 步骤 : 
(1) 给 定 初始 可 行 点 x", 步 长 腿 制 60 ,7 一 1 缩小 系数 
PE C0,1) ,人 允许 误差 6 ,ez， 置 上 一 1. 
二 下 了 2 


(2) 求解 线性 规划 问题 
mn FE VFOYD) TY 一 
St EID VEAROITE Oo 0,7 = 1 
RTH) ARAKI A) = 0 = 1 
[zi — | ,7 = le sn 
《2. 97) 

得 到 线性 规划 的 最 优 解 x. 

《3》 若 * 满足 可 行 性 , 则 令 x*+0? 一 x, 转 (4); 否 则 , 置 2 : = 
的 凡 ,一 1 返回 (2). 

(4) 车 | 了 Fx) 一 fx) | 之 &1 ,上 且 满足 x 了 一 x | < 天 er， 
或 者 

[BP | < 2 = 1 sn, 

则 点 x +0 为 近似 最 优 解 ;否则 , 令 9 二? ,j 一 1,"…n, 置 
上 :二 天 十 1, 返 订 (2). 

用 线性 近似 规划 方法 求解 非 线性 规划 问题 时 ,应 注意 以 下 两 
点 ， 

《1) 步 长 限制 6; 的 选择 对 算法 影响 很 大 . 如 果 6; 取 值 太 小 ， 
则 算法 收敛 很 慢 : 如 果 了 8 取 值 太 大 , 则 线性 规划 的 最 优 解 有 可 能 
不 是 原 问 题 的 可 行 解 ,这 样 不 得 不 减 小 和, 重 解 当前 的 线 人 性 规划 ， 
增加 了 计算 量 ， 

(2) 关于 线性 规划 求解 方法 的 选择 . 由 于 (2.97) 中 ,变量 有 
界 ,因此 可 用 关于 有 界 变量 的 单纯 形 方法 进行 求解 否则 , 需 引 入 
变量 的 非 负 眼 制 ,化 成 标准 形式 ,再 用 修正 单纯 形 方法 求解 - 

例 2.3.11 用 近似 规划 方法 解 下 列 问 题 : 
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min fr) a (Cr CO— 3): + (rs 一 3721 
s.t， SI 一 8 一 过 一 旭 六 0， 
SetT) 一 了 十 3 一 过 0， 
East = Xl 0, 
EF) = x 2 0, 
下 面 说 明 求 解 过 程 . 先 取 初 始 可 行 点 x 和 初始 步 长 全 "为 


-0 


在 点 x 中 将 Ax) 和 gi1tx) 线 性 化 ; 
FO RE 十 YA 一 站) 
一 16 一 4 一 二 frzy 
EI1N) si) Ve x Vx — x) 
=10 — 27) 一 2ro。 
规定 变 其 取 什 范围 ;1x 一 1 | 专 2, zs 一 1| 委 2, 即 要 求 变量 满 
是 一 1 所 3, 一 ] 迄 zs 所 3. 从 而 得 到 原 问 题 的 近似 线性 规划 ， 
min 16— dt — dx:s 
st. 10— 2r 一 2ry 让 0， 
十 一 1 守 癌 ， 
0 和 和 3， 
0 和 XA 


用 单纯 形 方法 求 得 线性 规划 的 最 优 解 二 四 ~ [| 


区 2 
经 检验 ,x 不 是 原来 问题 的 可 行 解 , 困 此 减 小 步 长 6 ,到 8 一 
174, 令 


2 

| 

Th 
mm 
[Sr 
| | 

下 

rel 一 Se 
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步 长 改变 后 , 仍 在 点 x 中 处 将 fx) 和 g(x) 线 性 化 ,得 到 的 线 
性 规划 为 
min 16— 4zx, — dx:} 
St。 10— 27,— 27x, 让 0, 
TI 十 了 一 1 之 10， 


+ 
1 
3 


用 单纯 形 方法 求 得 这 个 线性 规划 的 最 优 解 
3 
- 图 Z 
十 一 |_ |= 。 
-多 3 
2 


经 检验 ,x 是 非 线 性 规划 问题 的 可 行 解 ,因此 得 到 x 中 的 后 继 点 
x, 即 


Ss ms 


再 在 点 x 将 f(x),g1(x) 线 性 化 , 取 定 步 长 各 ,构造 新 的 线性 
规划 ,并 用 单纯 形 方 法 求解 . 按 上 述 方式 进行 ,直至 得 到 满足 精度 
要 求 的 近似 解 - 

2.3.6 制 平面 法 


割 平 面 法 (cutting plane method) 是 通过 解 一 系列 线性 规划 来 

求 西 规划 最 优 解 的 一 种 方法 , 问题 一 般 可 表示 为 
min fx) A cr: | 

Ss.t. EAX) 0 = ls 


(2, 98) 
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其 中 ¢e 是 维 行 向量 ,g;C) Gi=1,… ,mm) 是 四 函数 . 问题 的 可 行 域 
为 
So= {rg 0 = 1 nm}, 
一 般配 规划 均 可 写成 上 述 形 式 , 这 是 因为 凸 规划 
min A(x); 
St, giAX) 0 = ly nn. 
等 价 于 是 规划 
min 之; 
sS.t， ZC— fr) 完 0， 
BK) 0 = 1 sn. 
下 面 介 绍 的 着 平面 法 ,是 由 Kelley 和 Cheney-Goldstein 于 
1959 年 一 1960 年 给 出 的 ,也 称 之 为 KCG 法 ， 
割 平 面 法 的 基本 思想 是 ,用 多 面 集 取代 可 行 域 ,并 在 多 面 集 上 
极 小 化 目标 函数 ex. 运用 这 种 方法 时 ,首先 假定 可 行 域 包含 在 由 
有 限 个 线性 不 等 式 定义 的 紧 集 5, 中 . 


解 线性 规划 问题 
inn ecx; 
st， 讲 包 沪 ， 
得 到 此 问题 的 最 优 解 x 后 ,在 x 将 (2.98) 中 具有 最 小 约束 函数 值 
的 约 东 线性 化 ,假设 


BF) A min{gCt) li = 1 ,mm}, 
则 将 g.《x) 线 性 化 ,并 把 线性 化 约 此 
gr + VEAXI xX) 0 (2. 99) 
加 入 到 确定 S, 的 线性 约束 集中 ,构成 一 个 新 的 线性 约束 集 ,从 而 
确定 一 个 新 的 多 面 集 $:, 再 求解 线性 规划 
myn ex} 
Sst, XES,. | 
这 时 必 有 5 CS 因为 条 件 (2. 99) 的 引入 ;使 得 从 3 中 割 去 了 不 
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(2. 100) 


满足 条 件 (2. 99) 的 点 ， 

求 出 (2. 100) 的 最 优 解 后 ,重复 上 述 做 法 ,可 构造 出 一 系列 多 
面 集 

SC 

它们 都 包 会 可 行 域 S$, 而 和 且 随 着 的 增 大 ,线性 规划 的 可 行 域 5， 
越 来 越 台 近 原 来 问题 的 可 行 域 9. 求解 一 系列 线性 规划 问题 ,将 产 
生 由 线性 规划 最 优 解 组 成 的 一 个 序列 {x 中 }. 对 于 凸 规划 , 若 可 行 
域 S 有 界 , 并 且 g(x) 连 续 可 微 ; 则 这 个 序列 (至 少 有 一 个 子 序列 》 
收 和 倒 于 西 规划 的 最 优 和解， 

具体 计算 时 ,由 于 每 次 送 代 与 上 一 次 相 比 只 是 增加 一 个 新 的 
约束 条 件 , 因 此 可 用 对 偶 单 纯 形 法 求解 线性 规划 . 

计算 步骤 ; 

《1) 给 定 初 始 多 面 集 5S. 一 {x14x 污 b} ,使 得 5S, 二 5,5 是 问题 
的 可 行 域 , 并 且 使 目标 函数 ex 在 S$, 上 有 界 . 给 定 允 许 误差 e>>0， 
置 天 一 1. 

(2) 求解 线性 规划 

min cers 
Ss.t. ES,, 

设 线性 规划 最 优 解 为 x 中 . 

(3) 若 gi 全) 宇 一 8,1 二 1 则 停止 计算 ,得 到 近似 解 
x 中 ;否则 ,选择 下 标 + ,使 得 

gx) = min AE 

邻 i 二 {TS |g x) 二 Vg)TOr 一 x 中 )20) , 置 阁 : 一 天 十 
1; 返 回 (2). 

例 2.3.12 用 割 平 面 法 求解 下 列 问题 : 
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min Ax) A 47 — Xs,; . 
st I(x) 一 8 一 一 总 安 0， 
Ba = 2zs OO— Xi 0, 
Bit 一 37 十 2 一 3 之 0. 
解 ” 取 初始 多 面 集 
| 一 {x0 和 30 Ti 3). 
容易 验证 5, 包含 问题 的 可 行 域 . 


解 线性 规划 
min 一 4 一代 
人 .ft， 全 Sl, 
得 到 线性 规划 的 最 优 解 


区 1 3 
"= [|] 
x 中 不 满足 原来 的 约束 gj (x) 实 0 和 gs(x) 守 0; 由 于 g(x)= 
一 10; g(x ) 二 一 3, 因此 计算 步 台中 所 用 指标 + 二 1, 即 将 g(x) 
线性 化 ,gtzys26 一 6zi 一 6za 令 Si 二 {xES|26 一 6x1 一 66x: 这 
0} ,用 对 偶 单纯 形 方 法 解 线 性 规划 问题 ， 


mn 一 471 Xr:} 
s.t. PE Ss, 
得 到 此 线性 规划 问题 的 最 优 解 为 
zi 3 
x» = |"]- 四 
Ts 3 


再 判断 x 是 否 为 原 问 题 的 最 优 解 ,由 于 g(x) 一 一 25/9， 
gtx 中 ) 二 一 19/3, 因 此 点 x 还 不 是 原 问 题 的 可 行 解 , 这 时 -一 2， 
按 算法 规定 ,在 x2 处 将 gtx) 线性 化 

Bi RS 一 8zi 十 2xa) 
令 SS 一 信任 5s|18 一 6z 十 2rz3201， 
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解 线性 规划 : 


inin 一 dr OO— 2} 
St。 ESN,. 
得 到 线性 规划 的 最 优 解 


目标 函数 值 f(x 中) 二 一 127/12. x 中 已 经 接近 原来 问题 的 最 优 解 x 
二 {2,2)"T. 如 果 和 需要 得 到 更 精确 的 近似 解 ,可 继续 作 下 去 ， 


2.3.7 二 次 规划 


二 次 规划 (quadratic program) 是 非 线性 规划 中 一 种 特殊 情 
形 , 它 的 目标 函数 是 二 次 实 函 数 , 约 束 是 线性 的 . 由 于 二 次 规划 比 
较 简 单 ,便于 求解 ,而 且 某 些 非 线性 规划 可 以 转化 为 求解 一 系列 二 
次 规划 问题 ,因此 二 次 规划 算法 较 早 引 起 人 们 的 重视 ,成 为 求解 非 
线性 规划 的 一 个 重要 方法 , 二 次 规划 的 算法 较 多 ,下 面 仅 询 举 其 中 
几 种 . 

1 Lagrange 法 

考虑 二 次 规划 问题 ， 

min x"Hx 二 crx; (2. 101) 
s.t。 Ax 二 名. 
其 中 三 是 二 阶 对 称 方 阵 ,4 是 mxn 矩阵 ,A 的 秩 为 m;xEE";b 是 
zu 维 列 向 量 , 为 介绍 这 种 方法 ,首先 给 出 下 列 定义 . 
定义 2.3.13 Lagrange 函数 


LexsA) = THx 十 err 一 AT 一 下) 


其 中 4 是 Lagrange 磁 子 . 
.179 。 


设 x 是 (2,101) 的 最 优 解 ,Lagrange 乘 子 为 邯 运用 Lagrange 
方法 求解 (2. 101) ,最 优 解 的 公式 是 ， 
r=— Qe + RD, 2, 102) 
A=Re 一 Sh, (C2, 103) 
其 中 
QO=H ' — HIATAH AY AH"', 
R=(AH .AD AH™', 
$=— (AH-'A)-. 
下 面 给 出 x,A 的 另 一 种 表达 式 ， 
设 x 中 是 任何 一 可 行 解 ; 即 Ax 中 二 6. (2.102) 和 (C2.103) 可 改 
写 为 


工 一 xb 一 Cg (2. 104) 
A=Rg; (2.105) 
其 中 gg= 六 fr) 一 Hx 中 十 ec. 


2 起 作用 和 集 方 法 
考虑 具有 不 等 式 约束 的 二 次 规划 问题 


min f(x)Aa lrHx 二 crxs 
2 (2. 106) 


s.t， Axr 守 Bb, 

其 中 占 是 阶 对 称 正定 宠 阵 ,e 是 n 维 列 向 量 ,A4 是 mn 矩阵 ,4 
的 秩 为 mx,8 是 mm 维 列 向 量 ,x€E EE" 

运用 起 作用 和 集 方法 ,在 每 次 近代 中 ,以 已 知 的 可 行 点 为 起 点 ， 
把 在 该 点 起 作用 约束 作为 等 式 约束 ,在 此 约束 下 极 小 化 目标 函数 
了 (x) ,而 其 余 的 约束 暂且 不 管 . 求 得 新 的 比较 好 的 可 行 点 以 后 ,再 
重复 以 上 向 法 ， 

设 在 第 上 次 闪 代 中 ,已 知 可 行 点 x 中 ,在 该 点 起 作用 约束 指标 
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集 用 1 中 表示 . 这 时 , 按 算法 规定 ,需要 求解 等 式 约束 问题 : 

min f(x); 

st, ar=bh,i€El.. 
其 中 四 是 矩阵 4 的 第 i 行 ,也 是 在 x 中 处 起 作用 约束 函数 的 梯度 . 
为 方便 起 见 , 现 将 坐标 原点 移 译 x*, 令 


Cy 
+ 


(2, 107) 


在 一 着 一 下 
《2. 107) 转 化 成 求 校正 量 5 的 问题 ; 


mn L5H5+ T/Cam)TE 
2 (C2. 108) 


st， 二 0,{ ETI. 

解 二 次 规划 (2. 108), 求 得 最 优 解 5%. 如 果 x 中 十 5 是 可 行 
点 , 且 5 天 0, 则 在 第 上 十 1 次 选 代 中 ,已 知 点 取 作 x 和 ?二 x 中 十 
6 中 ;如 果 x 中 十 5 中 不 是 可 行 点 , 则 令 方向 4 中 一 5 中. 沿 4 中方 向 搜 


索 , 和 迭代 公式 如 下 : 
XD = x od, (2, 109) 
ws = min{1,¢ ,}, (2. 110) 
2 ,= min {s = i Taide 到 oj. (2.111) 
如 果 
一 和 < 1， 


则 把 指标 p 加 入 7 ,得 到 在 x*+" 处 的 起 作用 约束 指标 集 7**". 

如 果 5 二 0, 则 x 中 是 (2. 107) 的 最 优 解 . 这 时 应 判断 x 中“ 是 否 

为 (2. 106) 的 最 优 解 , 为 此 , 需 用 公式 (2. 105) 计 算 起 作用 约束 的 二 

子 ,iEI 四 ,如 果 这 些 入 这 0, 则 点 x 中 是 (2.106) 的 K-T 点 .由 

于 (2. 106) 是 四 规划 ,因此 x 中 是 最 优 解 , 如 果 存 在 g€7*” ,使 得 

20<0, 则 x 中 不 是 最 优 解 . 这 时 把 下 标 9 从 I 中 中 删除 , 如 果 有 下 
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个 乘 子 同时 为 负数 , 令 A 二 min{? |iE7 中 }) ,把 对 应 1 的 约 东 
从 起 作用 约束 集中 去 掉 , 再 解 (2. 108). 

计算 步骤 : 

(1) 给 定 初始 可 行 点 x ,相应 的 起 作用 约束 指标 集 为 7" , 置 
k=1, 

(2) 求解 (2. 108), 设 其 最 优 解 为 5 . 若 5 二 0, 则 进行 (5); 
否则 ,进行 (3). 

(3) 令 d=50, 由 (2.110) 求 4; 令 x 二 x 中 十 md 中 ,计算 
SCretnD)， 

(4) 着 w 过 1; 则 置 I*?==JOU {fp) :一 上 十 1, 返 启 (2); 若 
二 1: 则 记 x*+? 处 起 作用 约束 指标 集 为 1%*?, 置 上 : 一 站 十 1, 进 
行 (5). 

(5) 用 (2. 105) 计 算 对 应 起 作用 约束 的 Lagrange 飞 子 A*, 设 

Ab 一 min {Az Ee 了 

车 如实 0, 则 停止 计算 ,得 最 优 解 x ;否则 ;从 IT 中 中 删除 9 ,返回 
(2), 

3 Lemke 法 

Lemke 算法 的 基本 思想 是 ,把 线性 规划 的 单纯 形 方法 加 以 话 
当 修 改 , 再 用 来 求 二 次 规划 的 Kuhn-Tucker 点 . 

考虑 二 次 规划 问题 ， 

min Ar) A Dx Hx 二 ers 


st, Ax>b， (2, 112) 


tr2 0 
其 中 吾 是 =* 阶 对 称 方 阵 ,e 是 n 维 列 向 量 ,4 是 ;Xa 和 矩阵 ,4 的 秩 
为 m,5 是 mm 维 列 向 重 . 
引入 乘 子 了 和 w; 定 义 Lagrange 函数 
.182， 


也 (YED) = 六 THx or yy (Ar— bo— wx. 


‘2, 1137 
再 引入 松弛 变量 vw>0, 使 
Ar—»=b 
《2. 112) 的 Kuhn-Tucker 条 件 写 成 ; 
uw— Hx A'y=¢, 
vr— Ax =— 4。， 
村 大 一 0， 《2. 114) 
viy= 0， 
8 
进而 写成 下 列 形式 : 
wo— Mz = 9， 
(se 《2. 115) 
wz 一 0. (2. 116) 
其 中 


-ee ]-[ 


w; 5 均 为 m 十 nn 维 列 向 量 , 时 是 吉 十 nn 阶 和 从 阵 《2.115) 利 
《2. 116) 一 起 称 为 线性 互补 问题 (linear complementary problem)， 

定义 2.3.14 设 (w,z) 是 (2.115) 的 一 个 基本 可 行 解 , 且 每 个 
互补 变量 对 (zwys) 中 有 一 个 变量 是 基 变 量 , 则 称 (Cw,z) 是 互补 基 
本 可 行 解 (complementary basic feasible solution). 

这 样 , 求 二 次 规划 Kuhn-Tucker 点 就 转化 为 求 互 补 基 本 可 行 
解 ， 

现在 介绍 求 互补 基本 可 行 解 的 Lemke 法 . 分 两 种 情形 ; 

(1) 如 果 920, 则 (wz 一 人 ,0 就 是 一 个 互补 基本 可 行 解 ， 

《2) 如果 不 满足 gz20, 则 引入 人 工 变量 zo, 令 
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WO— Mz 一 ez = 9, (2,117) 
W220 2 0, {2. 118) 
wiz 一 0， (2. 119) 
其 中 se 一 人 1,…，1)7 是 分 量 全 为 1 欧 mx 十 n 维 列 向 量 . 
在 求解 人 2. 117) 至 (2.119? 之 前 , 先 引入 准 互 补 基 本 可 行 解 
《almost complementary basic feasible solution 的 概念 ， 
定 尽 2.3.15 设 (w,z,zo) 是 (2.117),(2. 118) 和 (2. 119) 的 
一 个 可 行 解 ,并 且 满 足 条 件 : 
(1) (wszszo) 是 (2.117) 和 (2.118) 的 一 个 基本 可 行 解 . 
《2) 对 某 个 sE11 十 maya 各 z, 都 不 是 基 变 量 . 
(3) xe 是 基 变量 ,每 一 个 互补 变量 对 (ww yx) CG 二 1 ,十 
i 隆 s) 中, 恰 有 一 个 变 基 是 基 变 量 , 则 称 (w,z,ze) 为 准 互 补 基 本 可 
行 解 . 
下 面 说 明 怎 样 实现 从 一 个 准 互补 基本 可 行 解 到 另 一 个 准 互补 
基本 可 行 解 的 转换 ,直至 求 出 互补 基本 可 行 解 ， 
首先 , 令 
zo 一 max{— gli = lm 二 A) 一 一 到， 
Zz— Ow= ez — 9g— eg 
则 (ws zyxo) 二 (9g 一 eq:’0; 一 9;) 是 一 个 准 互补 共 本 可 行 解 ,其 中 
ui 天 9 和 z。 是 基 变 量 , 其 余 变 量 为 非 基 变量 . 以 这 个 解 为 起 始 
解 ,用 主 元 消去 法 求 新 的 准 互补 基本 可 行 解 , 力 图 迫使 = 变 为 非 
基 恋 量 . 为 保持 可 行 性 ,选择 主 元 时 要 遵守 两 条 规则 ， 
(1) 若 w 人 (或 z;) 离 基 , 则 z;( 或 wi) 进 基 ; 
(2) 按照 单纯 形 方法 中 的 最 小 比值 规则 确定 高 基 变量 . 
这 样 就 能 实现 从 一 个 准 互补 基本 可 行 解 到 另 一 个 淮 互补 基本 
可 行 解 的 转换 ,直至 ze 变 为 非 基 变量 ,得 到 互补 基本 可 行 解 , 或 者 
得 出 由 式 (2. 117) 至 (2. 119? 所 定义 的 可 行 域 无 界 的 结论 . 
计算 步骤 : 
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(1) 车 9430, 则 (w,z= (9,0) 是 互补 基本 可 行 解 ,停止 计算 ; 

否则 ,用 表格 形式 表示 方程 组 (2. 117). 设 
一 二 max{— gili = l,m + n}, 
取 ;行为 主 行 ,z。 对 应 的 列 为 主 列 ,进行 主 元 消去 , 令 y, 一 xz,. 

C2) 设 在 现行 表 中 变量 y, 下 面 的 询 为 d,, 若 d, 气 0, 则 停止 计 
算 , 得 到 (2 117》 和 (2. 118) 的 可 行 域 的 极 方向 :和 否则, 按 最 小 比值 
规则 确定 指标 x, 使 

至 一 min{ 委 | > o). 
如 果 行 的 基 变 量 是 zo, 则 转 C4); 和 否则 ,进行 (3). 

(3) 设 7 行 的 基 变 量 为 w, 或 zy(1 尖 5) ,变量 y, 进 基 , 以 + 行为 
主 行 ,% 对 应 的 列 为 主 列 , 进 行 主 元 消去 . 如 果 离 基 变 量 是 zw，, 册 
令 % 一 si 如 果 离 基 变 量 是 zx, 则 令 y= 二 wr 转 (2)， 

(4) 变量 y, 进 基 ,ze 离 基 - 以 > 行为 主 行 ,y% 对 应 的 列 为 主 列 ， 
进行 主 元 消去 . 得 到 互补 基本 可 行 解 ,停止 计算 ， 


2.3.8 司 函 数 法 


考虑 约束 问题 
min f(x); 
St, gg) 0 一 i (2. 120) 
AAx) = 0,7 = 1 dt. 
其 中 f(r) ,gOD 和 G1 于 区) 有 I) 二 1 ,1) 是 Er" 上 的 连续 
孙 数 . 
罚 函 数 法 (penalry function method) 的 基本 思想 是 ,利用 目标 
函数 和 约束 函数 组 成 辅助 函数 
下 (X0) = FC) 十 oP (x), (2, 121) 
Ftxs0) 具 有 这 样 的 性 质 ; 当 点 x 位 于 可 行 域 以 外 时 ,F(x,o) 取 值 
很 大 ,而 且 离 可 行 域 越 远 其 值 越 大 : 当 点 在 可 行 域内 时 ,函数 F(x， 
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0) 一 了 A(x), 这样, 可 将 原来 问题 转化 成 关于 辅助 函数 (x,o) 的 无 
约束 极 小 值 问 题 ， 

min F(x,0) A TY) + oP x). (2. 122) 
在 极 小 化 过 程 中 , 若 x 不 是 可 行 点 , 则 辅助 函数 中 的 第 2 项 oPCx) 
取 很 大 的 正 值 , 其 作用 追 使 闪 代 点 靠近 可 行 域 .因此 ,求解 问题 
(2. 122) 能 够 得 到 约束 问题 (2. 120) 的 近似 解 ,而 且 sz 越 大 ,近似 程 
度 越 好 , 通常 将 cP(x) 称 为 罚 项 ,o 称 为 罚 因 子 , Pix,a) 称 为 罚 函 
数 . 

罚 函 数 可 有 不 同 定义 方法 . P(r) 的 一 般 形 式 为 


1 了 
已 (xz) 一 > 更 (giCx)) 十 DP Cz). (2, 123) 
fm 了】 mm 


瑟 和 罗 是 满足 下 列 条 件 的 连续 函数 ， 
当 y 守 0 时 ,Bl(y)==0， 
当 y<0 时 ,(y) 这 0. 
当 y=0 了 时 ,于 (y) 二 03 
当 y 关 0 时 , 守 (y) 守 0, 
泪 数 二 和 于 的 典型 取 法 如 下 ， 
下 = [max{0; 一 双人 (xz)) ,P= |Ah,Cx) |, 
其 中 a 实 1,8 这 1, 均 为 给 定常 数 ,通常 取 作 a 二 p==2. 
例 2.4.16 求解 下 列 非 线性 规划 问题 ， 
min Fx) A (x 1) x2: 
St、 (XA TO—12 0, 


解 ” 定 义 罚 函 数 
六 (za 一 (ri CO— 1)+ 2 二 omax{0, 一 《zs 一) 下 
(zi 一 1) 十 xi, 当 < 之]1; 
-| 一 1 十 下 十 at 一 192， 当 居心 二 
下 面 用 解析 法 求解 问题 : 


min 下 人 2G)， 
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根据 F(x,o) 的 定义 ,有 
3 


a 2T 一 1)， 
-| 当 zz 之 1; 
ar [2m 十 2o 一 1)， 当 王 雪 1. 
令 
ar ar 
a? 


-| | 


令 oo 一 十 避风 


* 为 约束 问题 的 最 优 解 ， 

实际 计算 中 , 罚 因子 的 选择 很 重要 . 如 果 太 小 , 则 罚 函 数 的 
极 小 点 远离 约 东 问题 的 最 优 解 ;如 果 太 大 , 刚 给 计算 增加 困难 ， 
一 般 是 取 一 个 趋向 无 穷 大 的 严格 递增 正 数 列 {a) 从 上 开始 ,对 
每 个 上 ,求解 无 约束 问题 : 

min fx) 十 oPlx). (2. 124) 

得 到 极 小 点 的 序列 {x。,}, 在 适当 的 条 件 下 ,这 个 序列 收敛 于 约束 
问题 的 最 优 解 . 如 此 通过 求解 一 系列 无 约束 问题 来 获得 约束 问题 
最 优 解 的 方法 称 为 序列 无 约 东 极 小 化 方法 (sequential uncon- 
strained minimization technique) ,简称 为 SUMT 方法 ， 

计算 步骤 ; 

(1) 给 定 初始 点 x 中 ,初始 罚 因 子 mi ,放大 系数 c>>1, 人 允许 谋 差 
£2>0, 置 上 二 1， 
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(2) x 了 为 初 点 ,求解 无 约束 问题 min 了 (让 十 P(x);, 设 
其 极 小 点 为 x*. 

(3) 车 cuPze)<e, 则 停止 计算 ,得 到 点 xi 否则 , 令 we 一 
ce 并 置 天 :一 上 Hi, 返回 (2)， 

在 序列 无 约束 级 小 化 过 程 中 ,已 Cze ,oa7 和 Fw) 递增 ， 
Pltx") 递 减 . 

引 理 2.3.17 设 0<0<orx 和 x** ?分别 为 取 界 因 于 oi 
及 ms 时 无 的 东 问 题 的 极 小 点 , 则 下列 各 式 成 立 : 

《17 FOx a) EF ,gy1), 

(2) P(r) P(r et ), 

(3) Fx EF x t+), 

约束 问题 的 最 优 值 与 F(x 中,o0) Ax" ) 之 间 有 下 询 关 系 : 

引 理 2.3.18 设 xX 是 问题 (2,120) 的 最 优 解 ,和 且 对 任意 的 
o>0, 由 (2.121) 定 义 的 户 (x,o4) 存 在 极 小 点 x*, 则 对 每 一 个 ， 
成 并 

fA) FY ,0 六 Fr) 《2, 125) 

罚 函 数 法 ,也 称 外 点 法 ,所 产生 的 序列 {x 中 ) 在 适当 的 条 件 下 
是 收 和 敛 的 ， 

定理 2.3.19 设 (2.120) 的 可 行 域 8 非 空 , 且 存 在 一 个 数 <> 
0, 使 得 集合 

全 一 (XIg Cr) 六 一 性 一 1 | ej = 1 

是 紧 集 ,又 设 {os} 是 趋向 无 穷 大 的 严格 递增 正 数 列 , 旦 对 每 个 天， 
(2. 124) 存 在 最 优 解 x 中 , 则 {zx 中} 存在 一 个 收 人 铺子 序 列 1x") ,并 
且 任 柯 这 样 的 收敛 子 序 列 的 极限 都 是 (2. 120) 的 最 优 和 解 , 


2.3.9 障碍 函数 法 


这 种 方法 又 称 为 内 点 罚 函 数 法 , 迁 代 中 总 是 从 内 点 出 发 ,并 保 
持 在 可 行 域 内 部 进行 搜索 . 这 种 方法 适用 于 下 列 只 有 不 等 式 约束 
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的 问题 ， 
min fx): 
St, gx) O07 一 二 
其 中 f(x) ,gC (i 一 1,…,m) 是 连续 孙 数 . 现 将 可 行 域 记 作 
S = {x|gix) 0 = 1 mm}. 
为 了 保持 迭代 点 含 于 可 行 域内 部 ,我 们 定义 障 姓 示 数 (barrier 


function) 


{2, ]26) 


FY) = f(x) + YBOx), (2. 127) 
其 中 B(x) 是 连续 函数 , 当 点 x 趋向 可 行 域 边 界 时 ,B(x) 闻 十 co. 
两 种 重要 的 形式 是 ; 


yl 
Blx) 之 rea (2. 128) 
及 B(x) 一 一 Dlog g(x). (C2. 129) 


x” 是 很 小 的 正 数 . 这 样 , 当 + 趋向 边界 时 ,函数 Fr) > 十 co; 否 
则 ,由 于 7 很 小 , 则 函数 天 (x,7) 的 取 值 近似 于 (x). 因此 可 通过 
求解 下 列 问 题 得 到 (2. 126) 的 近似 解 . 
min Flix?); 
Ss.t. rE ints. 
由 于 BCx) 的 作用 ,在 可 行 域 边界 形成 “围墙 ”, 因 此 (2.130) 的 
解 交 含 于 可 行 域内 部 . BC(x) 的 阻挡 必用 是 自动 实现 的 ,因此 从 计 
算 的 观点 看 , (2.130) 可 当 作 无 约束 问题 来 处 理 . 
根据 障 得 函数 FCx,7) 的 定义 ,7 取 值 越 小 , (2. 130) 的 最 优 解 
越 接近 (2. 126)? 的 最 优 解 :但 是 ,> 太 小 将 给 (2. 130) 的 计算 带 来 很 
大 困难 . 因此 , 仍 采 取 序 列 无 约束 极 小 化 方法 , 取 一 个 严格 单调 碱 
且 趋 于 和 零 的 障碍 因子 数列 {7 ;对 每 一 个 ,从 内 部 出 发 ,求解 问题 
min FClx,Y,): 
s.t. XE intS, 


(2. 130) 


(2, 131) 
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计算 步 又 : 
(1) 给 定 初始 内 点 xcEintS ,人 允许 误差 >>0, 初 始 参 数 7 , 缩 
小 系数 PE (0,1), 置 二 1. 
(2) 以 x? 为 初 点 ,求解 下 列 问题 ，; 
min fx) + Br); 
st. XE ints. 
其 中 B(x) 由 涉 (2.128) 定 义 , 设 求 得 的 极 小 点 为 x*， 
(3) 车 B(x )<e; 则 停止 计算 ,得 到 点 x 中 ;否则 , 令 太一 
Po, 置 才 : 二 此 十 1, 返 回 (2). 
关于 内 点 法 的 收 急性 有 下 列 结 论 . 
定理 2.3.20 设 在 (2.126) 中 ,可 行 域内 部 非 空 , 且 存在 最 优 
解 , 叉 设 对 每 一 个 ,由 (2.127) 定 义 的 Cx;7Y) 在 5 的 内 部 存在 
极 小 点 ,并 且 障 碍 函数 法 产生 的 序列 {x*”} 存 在 子 序 列 收 印 于 *， 
则 是 问题 (2. 126) 的 最 优 解 ， 


2.3. 10 外 播 技术 


罚 函 数 法 当 罚 因子 m 不 断 增 大 (5 不 断 减 小 ) 时 ,Hesse 矩阵 
会 变 为 病态 矩阵 ,经 验 表 明 ,这 种 状况 将 减 慢 算法 的 收 伍 . 为 加快 
罚 函 数 法 的 收 伍 性 ,可 以 采取 一 些 措施 . 外 播 法 (extrapolation) 就 
是 为 此 目的 提出 的 , 这 种 方法 的 基本 思想 是 ,利用 前 面 若干 个 障碍 
因子 六 及 相应 的 解 x 中 ,来 预测 下 一 个 问题 的 解 点 , 具体 地 讲 , 把 
罚 函 数 PCx,7) (对 外 点 法 ,相当 于 F(x,0) 一 P| x, 小] ) 的 极 小 点 
着 作 罚 参数 7 的 钞 数 , 记 作 x07), 在 某 些 茶 件 下 ,x(7) 在 Y=0 附 
” 近 是 7 的 连续 函数 ,因此 用 这 个 函数 可 求 得 原来 问题 和 的 近似 解 . 假 
设 对 于 罚 因 子 为 > 为人 20 求 得 相应 罚 画 数 Cx,7) 的 极 
小 点 

,sR 
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现 用 这 些 数 据 将 +(7) 表 示 成 ”的 一 个 :次 多 项 式 , 设 


xt¥) = Py, | (2. 132) 
其 中 P; 为 n 维 列 向 量 ， 
将 六 及 相应 的 解 x 代 入 (2.1327 ,得 到 
x 一 Sip, k 一 必 ，] st. {2. 133) 


由 2,133) 可 确定 列 癌 量 Pj, 7 一 0,1,'…* st. 

车 在 (2, 132) 中 , 令 Y=0, 则 得 到 x00) 一 .x(0) 就 是 原 问 题 
最 优 解 的 一 个 更 好 的 近似 . 我 们 也 可 以 用 (0) 作 为 初始 点 , 求 
Fr 的 棚 小 点 ,从 而 加 速 了 整个 计算 过 程 ， 

迭代 公式 如 下 ; 

给 定 加 人 0 fm1. 令 7= 二 joye', i 二 1,"…,t. 假设 已 经 求 得 
FT) 的 极 小 点 x， i 二 0y1 ye 于 令 

| 一 x, i 二 Ol sests 


1 和 下 1 一 了 


人 一 1 


未 人, 汪 一 
i cr +, 。 
和 二 一 下 下 一 Up st 


《2. 134) 
则 “最 好 ”的 估计 (0)~~x*?. 


2. 3. 11 乖 子 法 


在 某 些 情 况 下 罚 函 数 的 Hesse 矩阵 在 迷 代 过 程 中 会 变 成 病态 
(ilj-condition) ,为 了 克服 这 个 缺点 Hestenes 和 Powell 于 1968 年 
各 自 独 立地 提出 了 乘 子 法 (multiplier method). 下 面 分 两 种 情形 
给 出 ， 

1 等 式 约束 情形 

考 虚 等 式 约 束 问 题 : 
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min fx) 
Sst, AAX) = 0 = lt. 
其 中 和 Gj 一 1, ,人 是 二 次 连续 可 微 钞 数 ,xE EE" 
为 介绍 腾 子 法 , 先 要 定义 增 广 Lagrange 函数 ( 乘 子 罚 函 数 ): 


上 4 
Bxsv0) 一 (zy 一 Sohlx) + Dh) 
f=1 J 一 1 


《2. 135) 


《2. 136) 
=f(x) 一 peTRCr) 十 ThE)ThO). 


h(t) 
， (EX) 一 | ; 
(xr) 


二 (x,V 9) 与 Lagrange 函数 的 区 别 在 于 增加 了 罚 项 
hx)Th(x); 而 与 加 函数 的 区 别 在 于 增加 了 乘 子 项 (一 yh Cx)). 


这 种 区 别 使 得 增 广 Lagrange 函数 与 Lagrange 畏 数 及 神 钞 数 具 有 
不 同 的 性 态 , 对 于 (xyvryo)* 如 果 知 道 最 优 乘 子 ,只 要 取 足 够 大 
的 罚 因 子 o, 不 必 趋 向 无 穷 大 ,就 可 通过 极 小 化 (x ,wv,o) 求 得 (2. 
135) 的 局 部 最 优 解 . 但 是 ,最 优 乘 子 ” 事先 末 知 ,因此 先 给 定 充分 
大 的 = 和 Lagrange 好 子 的 初步 估计 "然后 在 选 代 过 程 中 修改 w， 
力图 使 + 趋向 最 优 值 . 
设 在 第 在 次 选 代 中 ,Lagrange 因子 向 量 的 估计 为 vw , 罚 因 子 
9,: 定 (xyy ,90) 的 极 小 点 x 中 .修正 狠 于 vr 的 公式 为 
n+D = wh 一 ahr f= ll. (2, 137) 
然后 进行 第 上 十 1 次 选 代 , 求 Cxyv**' ,ga) 的 无 约束 极 小 点 . 继续 
做 下 去 ,可 望 铁 子 " 定 一 从 而 x 中 x 如果 和 中 } 不 收 化 ,或 者 收 
剑术 惕 , 则 增 大 参数 o, 再 进行 先 代 . 收 繁 快慢 一 般 用 1 xz) | / 
上 pcx "上来 衡量 
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其 中 


: + sO0. 


PP 一 


Tr 


计算 步骤 ， 

(1) 给 定 初 始点 xz ,才子 向 量 的 初始 估计 v) ,参数 o, 允许 
误差 s>>0, 常 数 el,68E(0,1), 轩 大 一 1， 

《2) 以 x 为 初 点 , 解 无 约束 问题 min 于 (x,y*,o), 得 解 


[| 


和 
(3) 若 1 8Cre) 之 e; 则 停止 计算 ,得 到 点 x; 否则 ,进行 
(C4). 
(4) 若 
Lc) | 
Th A 


则 置 a 了 二 a0; 转 (35) ;和 理 则 ,进行 (5). 
(5) 用 公式 (2.1377? 计 算 nr ,ij 一 1 ,ly 置 训 : 一 上 十 1), 转 
(2 )， 


2 一 般 情形 
考虑 问题 ， 
mn f(x); 
st， gx) 0 j= 17 (2. 138) 


jy) = 0, j= ld. 
定义 增 广 Lagrange 函数 
PE WP 0 =A) 超 > {[max(0 ,rw 一 ag,(x))  — wi} 


j=l 


1 4 
一 >1picr) 十 3 Dx). (2. 139) 


迁 代 中 ,与 只 有 等 式 约束 情形 类 似 ,也 是 取 定 充分 大 的 参数 
0; 以 及 通过 修正 第 次 送 代 中 的 习 子 w 中 和 vw 中 ,得 到 第 十 1 次 
迷人 代 中 的 科 子 w”*? 和 w+". 修正 公式 如 下 : 
Wt maxtOmwt — g(x ,7 = lyr sm C2.,140) 
VHTD =v h(x = lo (2. 141) 
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算法 与 等 式 约束 情形 相同 ， 
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3 整数 规划 


3.1 引言 


整数 规划 (integer programming) 是 一 类 要 求 变量 取 整 数值 的 
数学 规划 (mathematical programming), 车 在 线性 规划 中 ,更 求 变 
量 取 整数 什 时 , 则 称 为 线性 整数 规划 (linear integer 
programming ), 若 要 求 变量 只 取 0 或 1 时 , 刚 称 为 0.1 规划 (0， 
1 一 programming), 若 只 要 求 部 分 变量 取 整 数值 , 则 称 为 混合 整数 
规划 (mixed integer programming). 

1954 年 ,各 , B., Dantzig, D. R. Fulkerson 和 S, M. Johnson 在 
研究 推销 商 问 题 (traveling salesman problem) 时 ,首先 提出 了 破 
子 圈 方 法 和 将 问题 分 解 成 几 个 子 问 题 之 和 的 思想 ,这 是 整数 规划 
中 两 大 类 基本 方法 -一 割 平面 (cutting plane) 方 法 和 分 支 定 潮 
(branch and bound) 法 的 萌芽 . 

1958 年 ,R.E.Gomory 创立 了 一 般 线 性 整数 规划 的 割 平面 算 
法 ;1960 年 ;A.H. Land 和 A.G. Doig 首先 对 推销 商 问 题 提 出 了 
一 个 分 解 算法 , 紧 接 荐 ,E., Balas 等 人 将 其 发 展 成 一 般 线 性 整数 规 
划 的 分 支 定 界 法 ,从 而 形成 了 独立 的 整数 规划 分 支 

从 计算 复杂 性 (complexity) 角 度 看 ,几乎 所 有 的 整数 规划 问 
题 都 属于 困难 问题 . 很 少 有 精确 的 多 项 式 算法 (polynomial algo- 
Ffithtm), 因此 ,近年 来 ,对 整数 规划 的 研究 ,主要 考虑 各 种 特殊 规划 
问题 的 近似 算法 . 如 推销 商 问 题 ,背包 问题 . 选 址 问题 等 的 近似 算 
法 . 从 而 深 生 了 一 个 新 的 分 支 一 一 备 面体 组 合 (polyhedral] combi- 
natorics). 这 实际 上 ;已 进入 了 组 合 最 优化 的 研究 领域 . 这 里 ,只 介 
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绍 整数 规划 的 最 基本 的 算法 . 


3.2 例子 


例 3.2.1 和 背包 问题 (tknapsack problem) 

一 个 背包 的 容积 为 w 现 有 几 种 物品 可 装 , 特 品 j 的 重量 为 
wj; 体 积 为 5;(j 二 1,2，…,n), 问 如 何 配 装 ,使 得 既 不 超过 背包 的 容 
积 ,又 使 装 的 总 重量 最 大 . 


设 
= 物品 j 被 装 入 背包 ，; 
” {0， 物品 了 不 装 入 背包 . 
但 何 题 可 写成 如 下 的 形式 ，: 


inax Sz,s 


jl 
TT 

s.t, > vi < 
7 一 ] 


xi 取 D 或 1， (= 1,… sn). 
例 3.2.2 工 广 设 址 问题 (plant location problem) 
有 个 城市 入 ,2,*…,n} ,需要 某 种 物资 的 数量 为 di sd， 
2,， 现 计划 要 建造 im 座 工 厂 . 假设 ,在 城市 j 建 厂 ,规模 为 5;; 而 投 
资 为 下. 从 城市 i 到 城市 j 的 单位 运 价 为 Gj; 问 mw 个 工厂 应 设 在 
何 处 ,使 得 既 能 满足 需要 ,又 使 总 投资 最 省 ， 
设 
-1 着 有 一 个 工厂 建 在 市 
0， 城市 i 不 建 厂 . 
设 x 为 从 城市 i 运往 城市 ;的 物资 兽 量 , 则 问题 可 写成 如 下 
的 形式 ， 
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min (DC 十 了 


Ss.t, Dx, EE Sy (f= 1 2.…，z)， 


了 一 上 


Dx dd; (f= 12,. 8), 
i ] 


Dy = ms 
i=] 


yy 取 0 或 1 zy 诗 0 (j= 1;2,0 7) 
例 3.2.3 高 散 变 量 的 数学 表示 


设 x 只 能 取 {a 9 et 中 的 一 个 数值 , 则 可 表示 为 如 下 数 
学 形式 : 


Pay: 二 Ts 
2m 一 1 y% 取 0 或 1. 

例 3.2.4 跳 既 变量 的 数学 表示 

设 z 的 值 或 者 为 零 ,或 者 工 所 x 所 UU, 则 可 表示 为 如 下 数学 形 
式 

XT 守 Ly，X 信 Uy，y 取 0 或 1 

例 3.2.5 加 工 问 题 (job scheduling problem) 

有 wm 省 同类 型 的 机 床 ; 有 ”种 零件 在 这 种 机 床上 如 工 . 设 加 
工时 间 分 别 为 dls ne 间 如 何 分 配 , 使 各 种 机 床 的 总 加 工 和 任 
务 相 等 ,或 尽 可 能 的 均衡 ， 

设 

=- 若 4 在 栅 床 # 上 加 工 ; 
lo， 车 a 不 在 机 床 i 上 加 工 . 
则 问题 可 写成 如 下 的 形式 : 


站 了 


min zos 
由 

全 ,ft Dajry E zo, f= 1 
J=1 


Sz, = ] ， J -一 yy 
i=1 


xj 取 0 或 1 一 1 一 

例 3,2.6 推销 商 问题 (traveling salesman problem) 。， 

一 个 推销 商 从 他 家 4, 出 发 ,经 过 预先 确定 的 村 子 , 4 …， 
4., 然 后 回 到 家 , 假定 ,村子 4; 到 4, 的 距离 为 di; 辣 如 何 选 定 一 
个 行走 顺序 , (4 4 ,4 ,… ,A 14o) ,经 过 要 去 的 村 于 ,并 使 总 的 
行程 最 短 . 

对 任意 村 子 4,,4i, 引 进 0,1 变量 z* 若 所 求 的 行走 顺序 中 ， 
紧 跟 着 村 子 4 后面 的 是 4;,; 则 取 zj 一 1; 否 则 ,zy 二 0. 此 推销 高 间 
题 可 写成 如 下 数学 形式 ; 

™min 和， DY ada 


i=0 j= 


全 
s. t, Dri = 1, oo Ol yny 


J 


yz = 1， 了 一口,] ,地 


Dik 


2) 2 之 1; 对 任意 的 非 空 真子 集 5 CC {0,1,%…*,n}， 


i 人 E33 后 了 3 

2 Dz = 十 1， 

i=0 j= 
车 于 扩 取 0 或 lif = 一 D1 


第 一 .二 组 条 件 表示 在 所 求 的 行走 顺序 中 , 紧 接 在 村 子 4, 的 
后 面 和 前 面 , 恰 有 一 个 村 子 :第 三 ,四 组 条 件 保 证 行走 路 线 恰 构成 
一 个 回路 , 整数 规划 问题 的 一 般 形 式 是 
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CP min To 一 fxs Ts (3.1) 


3,t. Da = bf = ly mm, 
i=] 
(3. 2) 


Ti TO, 


zi 取 整 数值 . 
为 了 方便 ,以 后 记 二 《Xi IT， 若 Ce :Tn) 一 > cr， 则 
称 (P) 为 线性 整数 规划 问题 ， 


3.3 解法 概述 


人 们 对 整数 规划 问题 , 常 有 如 下 想法 :《1) 因为 可 行 方案 的 
数目 常常 是 有 限 的 ,因此 ,经 过 比较 后 ,总 能 求 得 最 好 的 方案 . 例如 
背包 的 装 法 ,最 多 有 2 种 方式 ,推销 商 的 行走 顺序 ,最 多 有 zi 
种 . 但 是 ,这 种 穷 举办 法 ,实际 上 是 不 可 行 的 . 设想 计算 机 每 种 钟 能 
比较 一 百 万 个 方式 ,那么 ,要 比较 完 201 种 方式 ,大 约 需要 800 年 ; 
对 2 种 方式 ,就 要 360 多 个 世纪 . (2) 先 放弃 变量 的 整数 性 要 求 ， 
和 解 一 个 线性 规划 问题 ,然后 用 “四 会 五 入 ”办 法 求 整 数 解 , 这 种 办 
法 ,只 有 在 变量 的 取 值 很 大 时 , 才 有 成 功 的 可 能 性 而 当 变 量 的 取 
值 较 小 时 ,特别 是 0 一 1 变量 时 ,往往 不 会 成 荔 . 例如 考虑 整数 规划 
问题 ; 

max 一 3z 十 13r:5 
st， 2X1 二 9x: SE 40, 
llx: 一 Bxs 二 B82, 
Tis 2 0, ys 取 整 数值 . 
定 闵 域 为 图 3. 1 中 名 边 形 O04BD 内 的 整 点 ,放弃 整数 性 要 求 后 的 
线性 规划 最 优 解 为 zo 二 58, 8 ,x 二 9. 2,z 一 2.4* 而 原 整数 规划 最 
优 解 为 ze 一 58,z 一 2,z 一 人 4. 实际 上 ,C9.2,2.4) 附 近 的 4 个 整 点 
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(9,2),(10,2),(10,3) 和 (9,3) 都 不 是 整数 规划 的 可 行 解 . 


人 


1 2 3 4 5 6 7A83 5 10 
图 3.1 


假如 能 求 出 多 边 形 OABD 中 的 “* 整 点 凸 包 ” 即 包含 04BD 
中 所 有 整 点 的 最 小 多 边 形 ), 如 图 3, 2 中 的 多 边 形 QEFGHIJ, 则 
只 要 求 此 凸 包 上 的 线性 规划 问题 的 最 优 解 , 便 可 得 到 整数 规划 的 
最 优 解 - 对 于 一 般 的 整数 规划 问题 , 求 整 点 凸 包 是 一 个 十 分 围 难 的 
问题 , 然而 ,Gomory 恰 基 于 此 想法 ,提出 了 割 平面 算法 . 


图 3.2 


假如 把 上 述 整 数 规划 问题 ,按照 图 3. 3 的 树 形 方式 ,分解 为 5 

个 定义 域 互 不 相交 的 整数 规划 子 问题 {Pi ,P,P;,P;Ps} 之 和 ,如 

图 3.4 所 示 , 那 么 ,P,,P 的 定义 域 都 是 空 集 . 而 放弃 整数 性 要 求 

后 ,对 应 于 PP 的 线性 规划 问题 的 最 优 解 为 (2,4) ,月 标 函 数值 re 
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一 58; 对 应 于 P; 的 线性 规划 问题 的 最 优 解 为 (6,3) ,x6 二 57; 对 应 
于 P, 的 线性 规划 问题 的 最 优 解 为 (98/11,2) ,z=52 石 .因此 , 容 


易 看 出 , 原 整 数 规划 的 最 优 解 为 (2,4). 基于 这 种 问题 分 解 的 思想 ， 
Land, Doiog ，Little ，Balas 等 人 提出 了 分 支 定 界 法 和 隐 数 法 Cim- 


plicit enumeration method}). 


以 上 描述 了 目前 解 整 救 规划 问题 的 两 种 基本 途径 ,下面 叙述 
一 般 解 法 . 在 整数 规划 的 一 般 解 法 中 ,有 三 个 基本 概念 - 
3.3.1 分 解 (separation) 


对 任何 整 教规 划 问 题 (P), 令 下 (PP) 表示 (CP) 的 可 行 解 集合 . 
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车 满足 下 述 条 件 (3.3) 和 (3.4); 则 称 问 题 (P) 已 分 解 为 子 问 题 
(Pi) ,ry(P,) 之 和 ， 


UF(P) = PCP)， (3, 3) 

FPIN FCP) = GO iAj EG. (3. 4) 

常用 的 分 解 方 式 是 “两 分 法 ”. 例如 , 若 x 是 (P) 的 0 一 1 变量 ,( 即 

Zz; 只 能 等 于 0 或 由 则 问题 (P) 可 以 按照 条 件 “zj 一 90" 和 “zj 一 1” 分 
解 为 两 个 子 问题 之 和 ， 


3.3.2 松弛 (relaxation) 


对 任何 整数 规划 问题 (P), 凡 是 放弃 (P) 的 某 些 约 东 条 件 , 所 
得 到 的 问题 ( 产 ) ,都 称 为 (PP) 的 松弛 问题 , 对 于 (PP) 的 任何 松弛 问 
题 (证) ,都 具有 如 下 明显 的 性 质 : 

(1) 车 ( 疡 ?没有 可 行 解 , 则 人 2) 也 没有 可 行 解 ， 

(2) 对 求 最 小 值 的 目标 活 数 而 言 , CP) 的 最 小 值 不 小 于 忆 ) 的 
最 小 值 ， 

(3) 车 ( 户 ) 的 一 个 最 优 解 是 LP) 的 可 行 解 , 则 它 也 是 CP) 的 一 
个 最 优 解 . 

党 用 的 松弛 方式 是 放弃 变量 的 整数 性 划 求 . 假如 (CP) 是 线性 
整数 规划 问题 ,那么 松弛 问题 便 是 一 个 线性 规划 问题 ， 


3.3.3 探测 (fathoming) 


慨 设 按 某 种 规则 ,已 将 问题 (CP) 分 解 为 子 问题 (CP),…:,(P,) 
之 和 ;并 县 各 (PN) 已 有 对 应 的 松弛 问题 (PB)). 则 有 如 下 骨 显 的 性 
质 ， 
(1) 车 (Pi;) 没 有 可 行 解 ; 则 已 探 明 了 CPi) 没有 可 行 解 , 因此 ， 
可 从 (CP) 的 分 解 表 土 把 它 番 去 . (3.5) 
(2) 息 设 当时 已 掌握 了 CP) 的 一 个 可 行 解 x" , 它 的 自 标 函 数 
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值 为 x .车 松弛 问题 (BP) 的 最 小 值 不 小 于 好， 则 已 探 明 了 (P) 中 
没有 比 x* 更 好 的 可 行 解 . 因此 ,已 无 需 再 考虑 CP,) ,可 从 分 解 表 上 
把 它 删 去 ， (3. 6) 

C3) 车 ( 训 ,) 的 最 优 拥 是 (P,) 的 可 行 解 , 则 已 求 得 了 CPi) 的 一 
个 最 优 和 解 ,因此 ,元 需 再 考虑 CP,) 了 ,可 从 表 上 删 去 , 这 时 ,车 LP) 
的 最 优 解 比 x" 好 ,那么 ,替换 x" ,同时 也 刷新 xy 的 记录 。 (3.7) 

(4) 假如 表 上 各 个 (总 ) 的 目标 函数 最 小 信 都 不 比 x? 小 , 那 
么 ,当时 的 记录 解 x+" , 便 是 原 问 题 (P) 的 最 优 解 . 

通常 称 情形 (1)? 为 可 行 性 探测 ,(2) 一 人 4) 为 最 优 性 探测 . 

总 之 ,求解 整数 规划 问题 (P), 有 以 下 步骤 , 首先 , 选 定 一 种 松 
弛 方式 ,将 (已 ) 松 弛 成 问题 ( 疡 ), 使 得 较 易 求 解 , 若 ( 蕊 ) 没 有 可 行 
解 ; 则 (PP) 也 没有 可 行 解 . 若 ( 户 ) 的 最 优 解 是 itP) 的 可 行 解 , 则 已 求 
得 CP}) 的 最 优 解 . 若 ( 互 ) 的 最 优 解 ,不 是 5 忆 ? 的 可 行 解 , 则 有 两 条 不 
间 的 途径 可 走 . 一 是 设法 改进 松弛 问题 ( 声 ) ,坚持 继续 探测 (P), 二 
是 选 定 一 种 分 解 方式 ,把 (了 P) 分 解 成 几 个 子 问 题 之 和 ,列表 记录 下 
来 .并 且 , 赋 于 各 子 问题 一 个 尽 可 能 好 的 目标 函数 值 的 下 界 . 然后 ， 
按 一 定 的 次 序 , 逐 个 进行 探测 , 当 某 个 子 问题 已 经 被 探 明 时 ,就 从 
表 中 删 去 , 否则 ,继续 对 子 问 题 进行 分 解 . 

对 线性 整数 规划 问题 ,不 用 分 解 技术 的 算法 是 割 平 面 方法 . 它 
用 线性 规划 问题 作为 松 旨 问题 . 通过 逐次 生成 割 平 面条 件 来 不 断 
地 改进 松弛 问题 ,使 最 后 求 得 的 松弛 问题 的 最 优 解 也 是 整数 解 . 利 
用 分 解 技术 的 算法 有 两 类 , 隐 数 法 Gmplicit enumeration method) 
和 分 支 定 界 法 (branch and bound method). 它们 通常 都 是 用 线性 
规划 问题 作为 松弛 问题 , 不 同 之 处 , 仅 在 于 探测 于 问题 的 先后 次 
序 . 隐 数 法 是 接 照 子 问题 表 中 * 先 人 后 出 "的 原则 来 确定 探测 的 先 
后 顺 库 . 分 支 定 界 法 是 按照 所 赋予 的 下 界 的 大 小 来 确定 探测 的 先 
后 顺序 . 下 界 小 的 子 问题 优先 探测 , 前 者 ,计算 程序 比较 简单 ,在 计 
算 过 程 中 ,需要 保存 的 中 间 信 息 较 少 . 而 后 者 ,选取 子 问 题 时 有 灵 
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活性 ,因为 人 们 可 以 期 望 在 干 界 小 的 子 间 题 中 ,存在 (整数 ) 最 优 
解 . 


3.4 整数 规划 的 一 般 解 法 


利用 分 解 .松弛 .探测 技术 ,求解 整数 规划 的 一 般 过 程 可 描述 
如 下 : 

设 也 表示 子 问 题 表 ,z* 表示 (P}) 的 已 知 的 可 行 解 ;xt 表示 2 
的 目标 函数 值 . 假设 问题 (PP) 的 月 标 函 数 是 求 最 小 值 ， 

C1) 置 玖 二 (OP 一 好 ,rr 一 十 cc， 

(2) 车 十 = 户 , 则 步 又 终 上 ,x*' 便 是 (PP) 的 最 优 解 (着 x'= 闻 ， 
册 (P? 无 可 行 解 ) ,否则 ,执行 (3). 

(3) 按 “ 先 人 后 出 ?或 “下 界 次 序 ”, 从 也 中 取出 一 个 子 问 题 , 记 
为 (CP)( 即 了 CCP) 一 五)， 

(4) 选取 (CP) 的 一 个 松弛 问题 (CP)， 

《5) 选取 一 个 “适当 的 ”算法 ,求解 (CP). 

(6) (3, 5) 探 测 ; 车 通过 求解 (CF), 知道 了 CCP) 无 可 行 解 , 则 
转 (2). 否则 ,执行 (7). 


(7) (3, 6) 探 测 , 若 通过 求解 (GP) ,知道 了 CCP) 中 没有 比 x' 
更 好 的 解 (例如 (CP) 的 最 小 值守 zx; ) , 则 转 到 (2). 否则 ,执行 (8?， 


(8) (3. 7) 探 测 : 若 求 得 (CP) 的 最 优 解 是 (CP) 的 可 行 解 , 则 
转 5C12》, 否则 ,执行 (9). 
(9) 决定 是 否 要 分 解 (CP) .若是 , 则 转 到 (11). 否则 转 (10)- 
《10) 改进 (CCP) 的 松弛 问题 (CP) (例如 在 原 松弛 问题 中 增加 
一 个 约 东 条 件 ). 然后 , 转 (5). 
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《11) 选取 一 种 适当 的 方式 ,分 解 (CCP). 赋予 CCP) 的 各 子 问题 
尽 可 能 好 的 目标 函数 值 的 下 界 ,并 将 它 的 各 子 问题 写 和 人 五 中 . 然 
后 , 转 (3). 

(12) 设 求 得 (CCP) 的 最 优 解 为 zx, 最 小 值 为 rz), 若 mt) 之 
zz , 则 转 到 (2). 若 uCz)<azy , 则 ro) 然后 转 (2). 


3.4.1 分 支 定 界 法 
对 线性 混合 整数 规划 问题 (了 P)，; 


* 4 
min zo 一 Dory 十 了 (3. 8) 
汪 1 A=1 


n 如 
5, +. Dl az, 十 2 buy 一 页， 一 1 了 
jel =l 


Tt 9 0, (3. 9) 


oz 取 整 数值 . 

可 用 分 支 定 界 法 求解 . 

计算 步骤 ; 

首先 作 如 下 的 处 理 : 取 ( 户 ) 为 放弃 x, 的 整数 性 要 求 后 的 线性 
规划 问题 . 用 单纯 形 方法 求解 ( 产 ). 若 ( 疡 ) 无 可 行 解 , 则 终止 ,这 时 
(CP) 元 可 行 解 . 车 (P) 无 最 小 值 , 则 急 止 ,这 时 (P) 无 最 小 值 . 若 (P) 
有 最 优 解 xz, 最 小 值 为 (x+). 这 时 ,车 * 是 (P) 的 可 行 解 , 则 终止 ， 
这 时 xX 也 是 CP) 的 最 优 解 .车 x 不 是 (P) 的 可 行 解 , 则 赋 子 CP) 的 
目标 对 数值 下 界 为 v(x)， 

(1) 置 了 了 = {PD)} yx* = 名 ,xf 二 十 oo. 

《2) 若 互 一气, 则 绕 止 ,z* 便 是 (PP 的 最 优 解 ( 若 x 一 名 , 则 
〈 己 ) 无 可 行 解 )， 

《3) 从 立 中 ,取出 一 个 使 下 界 值 最 小 的 于 问题 (或 按 “ 先 入 后 
出 ”原则 选 出 一 个 子 问 题 ), 记 作 <CP). H\(CP) 一 HL. 
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(4) 对 (CP) 放 弃 x, 的 整数 性 要 求 ,得 CCP). 

《5) 用 单纯 形 法 求解 (CP), 得 最 优 解 及 最 优 目标 函数 值 
v(CP). 

《6) 《3.5) 探 测 ; 若 (CP) 无 可 行 解 , 则 转 (2)， 

(7) (3.6) 探测; 车 (CP) 的 最 小 秆 vu(CP) 之 :xi : 则 转 (2). 


(8) (3. 7?) 探测， 若 求 得 CCP) 的 最 优 解 + 是 (CP) 的 可 行 解 ， 
囊 转 (12) ,否则 执行 (9)， 

(9) 决定 是 否 要 分 解 (CP), 车 是 , 则 转 到 (11). 否则 执行 
(10). 

(10) 用 “分 数 割 平面 "方法 ( 见 3. 5.4) 求 解 CCP). 并 规定 这 一 
步 被 侈 许 的 最 长 计算 时 向 (或 加 荐 平面 的 最 多 次 数 ). 假设 计算 结 


束 时 ,所 得 (CP) 的 松 旨 问题 为 (CGP) (可 能 题 没 有 解 完 ,但 规定 的 


时 间 已 到 ), 它 的 最 优 解 为 *, 最 小 值 为 v(xX) (假如 (CP) 没 有 可 行 
解 , 则 记 x= 儿 ) ,然后 转 (6). 

(11) 按 某 种 “启发 性 ”的 原则 ,选取 一 个 整数 变量 zx;, 使 它 在 
x 中 取 非 整数 工 . 记 [Z/] 为 不 超过 工 ; 的 最 大 整数 (例如 在 工 ,，*… , 壕 ， 
中 ,选取 一 个 最 甘 近 整数 的 分 数 ,作为 x;), 按 条 件 “z; 记 [zi]” 和 
“zj 区 [2 二] 十 1”, 将 (CP) 分 解 为 两 个 子 问 题 (CP:) 和 (CP:) ,并 赋予 
它们 下 界 v(x (只 要 再 稍 作 努 力 ,就 可 分 别 给 出 CCP,)y 和 CCP,) 的 
更 好 的 下 界 ). 将 CCP1) 和 (CPs), 以 及 它们 的 下 界 记 入 廿 中 ,然后 
转 (3)， 

(012) 车 ur , 刚 守 xyo(z)-t 然后 转 (2), 若 wz) 
之 zi ， 则 转 (2). 

注 : 在 C11) 中 ,有 一 种 选取 分 解 变 量 z 的 方法 , 称 做 “罚款 ” 


方法 . 设 用 单纯 形 法 , 求 得 (CP) 的 基本 最 优 解 为 
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Ti 二 ai 十 Dy a, i 0,],";H 
其 中 se 表示 非 基 变量 ,an 六 0 人 一] sy ‘ao 20(E R). 设 ea 不 
全 是 整数 ,这 时 ,(CP)? 的 下 界 为 au- 
现在 , 设 aa 不 是 整数 , 按 条 件 五 委 Eao] 和 zi 社 [Law] 十 1， 将 
CCP) 分 解 成 CCP)) 和 CP;2). 考虑 它们 下 界 的 变化 情况 . 


《1) 车 在 CCP) 中 ,增加 条 件 二 扫 [ao], 则 相当 于 在 单纯 形 表 
ET 
一 名 他 (其 中 = ae 一 Law) 
应 用 对 侦 单 纯 形 规则 ， ,变换 一 步 后 ,目标 函数 值 将 增加 
D, = ro 其 中 好 一 min [2 les > ol. 


jE 


C2) 若 在 (CEP) 中 ,增加 条 件 xz; 宇 Lawj 十 1, 则 相当 于 在 单纯 形 
表 中 增加 一 行 
S$; 二 一 1 十 ran 十 Sat 
jE 
应 用 对 偶 单 纯 形 规则 ,变换 一 步 后 ,目标 函 数值 将 增加 
U,= (—1 十 ro) Ye, 


其 中 ， 他- = min pa < 中 

i 记 Pi=min{D,,U:}, 称 为 变量 Zz 的 “罚款 ” 当选 取 xz; 为 分 解 
变量 时 , (CP) 各 子 问 题 的 下 界 至 少 可 增加 已 “罚款 ?方法 就 是 选 
取 使 P; 最 大 的 变量 z, 作为 分 解 变量 . 即 选 分 解 变量 ri, 使 满足 已 
=maxiP,; las 不 是 整数 }. 

例 3.4.1 

PY mn xo 一 72 3 十 4zai 
s,t。、 Tl 十 2rs 十 3r 2 汪 
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3321 十 -十 sa 之 5 
oo 0。 
xyzivdtzvzs 取 整 数 ， 
解 ”用 分 支 定 界 法 计算 ， 
放弃 变量 整数 性 要 求 的 问题 记 为 ( 艺 ), 用 单纯 形 法 求解 ( 疡 )， 
得 Y 一 (0.4,3.8,0),utz) 一 14.2, 赋 与 (P) 的 下 界 为 15. 
《1) 填 呈 一 {CP)) yx = 一 十 00. 
(2) 因 呈 尖 好 , 转 (3). 
(3) 取 (P)=(CP) ITCP) 一 开 . 执行 (47 一 (9 后, 转 (11)， 
(11) 按 条 件 “z 扎 3”, 和 “x 之 4”, 将 (P) 分 解 为 子 问题 (PP))， 
(P,) 之 和 . 赋予 它们 的 下 界 为 15. 置 DU {CP1), (Ps,)} 一 了 一 
{CP ,(P2)}. 然后 转 (3), 
《3) 取 (CP)= (P10), 置 =={(Py)}). 
C4) 者 (请) 为 ( 户 ) 加 条 件 z+; 志 3. 
《5) 解 (1), 得 x! 一 (0,5,3,0,5),v(P,) 一 14.5, 
执行 (6) ~(9) 后 , 转 (11). 
C11) 按 条 件 “zx, 二 0”,“z, 之 1” 将 CP,) 分 解 为 CPs) ,CP,) 之 和 ， 
豆子 它们 的 下 界 为 15. 置 也 = {CPy) CPP) .然后 转 (3). 
(3) 取 (《CP)? 一 (PP), 置 瑟 一 (CPP )， 
《4) 取 {P;) 为 ( 记 ) 加 条 件 x 所 3,z 二 0. 
(5) 解 ( 户 ) ,得 二 (0,3,2),v(P,)== 
执行 (6) 一 (8) 后 , 转 (12)， 
(12) 置 x 二 说 ,zi 二 17, 然 后 转 (3). 
《3) 取 CCP)=(P,), 置 = {(P2)}, 
C4) 取 ( 瑟 ,) 为 (五 ?) 加 条 件 rs 委 3,zi 芒 1. 


《5) 和解 ( 户 ,) ,得 2 =[1, 0,2 二 二 ,Po=16 亏 CP) E17. 


《6)《〈 产 ) 有 可 行 解 ,执行 (7)， 
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(77 3CPD2t ,CP0) 探 中 , 转 (3)， 

(3) 取 (CP) 一 (Ps), 置 了 一 名 . 

(4) 取 ( 产 ,) 为 ( 疡 ) 加 条 件 x: 宇 4. 

(5) 解 ( 疡 ,) ,得 *=| 本 ,40| vB =14 二 . 
执行 C6) 一 9) 后, 转 (11). 

(11) 按 条 件 “z) 一 0”, “nh 写 1” 将 (CP,) 分 解 为 (Pa) 与 (Pi) 之 
和 . 赋予 它们 的 下 界 为 15. 置 耳 二 (CPs) (Po .然后 转 C3)， 

《3) 取 (CP)= (CP), 晤 了 ={(PO)). 

C4) 取 ( 它 ,) 为 (< 记 ) 加 条 件 zs 宇 4 和 x 二 0 

(05) 解 (Bs), 得 一 (0,5,0) ,w(t 户 二 15, 
执行 46) 一 (8) 后 , 转 (12)， 

《12) 因 w(CP,)< zy ,放置 x' 一 xz 一 15. 然后 , 转 (3)， 

《3) 取 CCP) 一 CPe), 置 开放 .执行 (4) 一 (0) 后 , 转 (7). 

《7) 因 vwtP) 守 x0 (Pe) 探 明 , 转 (C2)， 

C2) 因 了 一 多 ,步骤 终止 ,CPP) 的 最 优 解 为 x "==x’ 一 (0,5,0)， 
Xo 二 15。 


算法 这 程 如 图 3. 5 所 示 ， 
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3.4. 2 0-1 规划 的 “ 隐 数 法 ” 


考虑 一 类 特殊 的 ,但 应 用 广泛 的 整数 规划 问题 一 一 线性 0-1 
规划 问题 <P): 


min zo=er= Dect 《3. 10) 


j=l 
St, 一 Sar hb i= 1 ym, 
=l (3.11) 


Xx; 了 肥 0 或 1， j= l,m"ny 

其 中 cjyasb 都 是 整数 ya 二 (an ya wyranm)， 

不 妨 设 所 有 的 cj 之 0. 因为 车 有 某 cj<0, 则 作 变 换 z= 二 1 一 zz 
后 ,目标 函数 中 地 的 系数 就 变 为 一 cj>0, 也 不 妨 设 0<e 委 cz 魏 … 
Sn 

对 任意 的 变量 z,, 若 (P) 按 条 件 z= 二 0 和 xj 二 1 分 为 两 个 子 问 
题 (Pi) ,KPI 之 和 , 则 记 (CPi) 为 { 一 六, 记 (CP:) 为 { 十 让 . 在 此 子 阿 
题 中 ,zi 称 为 固定 变量 ,其 余 变 量 称 为 自由 变量 , 一 般 地 , 记 二 ,zj 
xi 等 依次 已 固定 为 1,0,1,… 的 子 问 题 为 { 十 六 一 产 十 二 所 
有 已 取 固 定 值 的 变量 称 为 男 定 变量 ,未 取 定 值 的 变量 称 为 自由 变 
量 . 通常 用 o 表示 固定 变量 指标 ( 指 带 十 ,一 号 ) 的 某 一 个 排列 , 用 
{o} 表 示 对 应 的 子 问题 . (PE) 也 记 为 { 杂 ), 对 任何 子 问 题 1o} ,定义 
它 的 松弛 问题 {5} 为 放弃 所 有 不 等 式 条 件 wx 闻 户 后 的 和 问题, 即 为 
min{ Oeilz 取 0 或 1,z 为 自由 变量 }, 在 松弛 问题 {3} 中 ,所 


有 的 自由 变量 都 取 5 的 解 , 记 为 qo. 由 于 6 守 0Cj= 二 1,… ， 故 15} 
的 最 优 解 显然 是 四. 如 土 所 述 ,可 将 (P) 分 解 成 如 图 3. 6 的 树枝 形 
式 ， 
“ 隐 数 法 "是 沿 着 分 解 树 的 各 个 树枝 ,从 左 到 右 , 依 次 探测 各 子 
问题 . 下 面 介绍 一 些 探测 规则 . 
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假设 已 疝 握 (? 的 一 个 可 行 解 , 它 的 目标 函数 值 为 xf 一 
cx". 现在 考虑 人 P) 的 任 一 子 问题 {o}. 设 zj 是 {a} 中 下 标 最 小 的 自 
由 变量 . 

(1) 若 coo 宕 zo ; 则 to} 中 没有 比 x* 更 好 的 可 行 解 . 因此 {ea} 已 
探 明 . 

(2) 若 coo<ar* 且 m 是 (PP) 的 可 行 解 , 则 置 r” 一 aoyzxt 二 eo. 
{0} 已 探 明 . 

(3) 若 eov<zy ;oo 不 是 {ao} 的 可 行 解 ,但 是 coo 十 cj 字 xo , 则 显 
然 {e} 中 也 没有 比 x* 更 好 的 可 行 解 . {o} 已 探 明 ， 

(4) 设 自 由 变量 为 zi ,zr zn; 满足 coo 十 cn 寺 c06 十 cw 夺 *… 
eo cr Ti Ee er co0tea J= {ji je rh), 
称 J 为 可 选集 . 
令 5 二 90/00 一 BG 二 1,2,… ,mm), 著 所 有 的 5 这 0,; 则 56 为 (P) 的 可 
行 解 . 相反 
令 T= {i|s,<0}， 

T={ljET a 0}, iET, 


t= Ca iE 了 ， 
容易 验证 


二 .二 2. 一 3} 
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(1) 车 有 某 iE1, 使 得 s 十 <0, 则 {so} 中 无 可 行 解 . 

(2) 若 有 某 ziET,7E7 ,使 得 5 十 4 十 or<0, 则 {z} 中 没有 二 
= 工 的 可 行 解 , 因此 可 从 J 中 去 掉 此 指标 六 重新 定义 各 .六 和 上 

利用 上 述 简单 的 探测 方式 ,下面 介绍 一 个 初等 方法 . 它 在 计算 
过 程 中 只 需 用 加 减法 ， 

计算 步骤 ; 

任 选 (P) 的 一 可 行 解 作为 初始 的 记录 解 x' , 置 z =cx'* {假如 
找 不 到 可 行 解 , 则 置 I = 一 十 ec), 才 1c) 一 {0 } on 一 
(0,*- ,0). 

《1 车 coo 守 x ;人 则 转 (8). 否则 计算 ss 一 qa.90o 一 bi 二 1 区)， 
然后 执行 (2)， 

(2) 车 5BPB0G 一 1，…M)， 即 om 是 (P) 的 可 行 解 , 则 置 x 一 
go 一 oo 然后 转 (8). 否则 , 置 7 一 企 |s<0). 设 自由 变量 为 r，， 
0 (jn 此 时 , 若 co 十 写 x6 : 则 转 (8); 否 
则 执行 (3). 

C3) 计算 cootci st 一 1,2, 呈 1,. 置 J 一 (jegotc ze 1 
Ek} 

(4) 甘 J 二 {jEdyas>0},7ET， 

1= 人 了 

(5) 车 有 某 个 ziE7T, 使 得 9 十 60, 则 转 (8); 和 否则 执行 (6)， 

(6) 汶 察 每 一 个 指标 jE J , 若 存 在 某 个 i€EIT, 使 得 /在 所 ,而 5 
+# 十 a 过 0; 则 J 一 J 此 时 ,车 J 二 名, 则 转 C8)., 车 J 了 关 多 , 划 
转 (4). 

(7) 选取 4g==min{j|jEJ). az, 十 9) 一 (然后 转 (1)- 

(8) 若 {fc} 中 的 固定 变量 都 是 固定 荫 0 的 变量 , 则 步骤 终止 ， 
已 探测 完 所 有 的 子 问题 ,此 时 的 x* ,车 不 是 必 , 便 是 (P) 的 最 优 
解 ; 若 是 多, 则 (P) 无 可 行 解 . 若 {fa} 中 的 固定 变量 ,不 全 是 取 0 的 
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变量 , 设 {9}) 二 人 ,十 7 一 980… ,一 1 , 即 设 x, 是 fo} 中 最 后 被 固定 
为 1 的 变量 , 则 人-…, 一 r} 一 {90), 然后 转 到 步 双 (1). 

注 : 在 (7) 中 ,= 的 取 法 是 从 “最 优 性 ”角度 来 选择 , 也 可 从 “可 
行 性 ?角度 来 选取 , 例如 ,对 每 一 指标 j 千 go, 令 


D,; ~ nuints; + dj)s 


D, 一 了 >) 万, 
i=] 
设 D; —maxD,, 
则 可 取 9 二 大 
例 3.4.2 


min .ro = XXy 二 4X; 十 6x0 十 ?es 
st 3 一 2xy 十 fr 十 274 十 4Ts 和 
一 Srl 十 xy 十 ras 十 24 十 frs 之 2 
ists 取 0 或 1 
解 ” 用 隐 数 法 计算 步骤 计算 : 
估 x 二 .0,0,0,0,1) 是 一 可 行 解 , 取 x? 一 7. 置 fc) 一 (局 ) oo 一 
O0000)., 
(1) 计算 (ss 一 (一 4 一 2). 
(2) T= {1,2}, 
(3) 根据 条 件 coo 十 cj 二 zo ,得 J={1,21,3,4). 
(4) 一 11, 3 4 一 人 123 4 一 3 十 6 十 2 一 11， 
请 一 十 1 十 1 一 3， 
(5) 5 二 二 二 7 $2 十 ty 二 1. 
(6) ss 二 Tt 二 aa 二 1 一 5 二 一 4=>J/ 二 {2,3,4}. 
(7) g=2,10} 二 {十 2}, 
1) (si 5 一 (一 0 一 1); 
(2) 1=11,2}. 
(3) j= {1,3}. 
(4) = {1,3},J ={3} t=3+6=9,t:=1, 
(5) $1 二 一 3,50 十 to 二 0. 
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(6) ss 十 如 十 4 一 一 5 一 一 13)， 

(7) g=3,10})= {二 2, 十 3}, 

(1) (51982) = (0,0). 

{2) 医 x' = 二 (0,1,1,0,0),zxi 一 1 十 4 一 5， 

(8) 慎 tc} = 二 {十 2, 一 3}. 

C1) (s1952) = (—6,—1). 

(2) T=—={1,2}. 

{3) J=1{1)}, 

AA) To—{l} d= {t=3,t=0. 

《57 5 十 二 一 3,5; 十 ts 二 一 1, 

(8) {0}= {—2}. 

(C1) (C51982) = (—4;— 2). 

(2) T= {1,2}. 

(3) J = {1,3}, 

C4) 一 (137 一 {13} ,t=9 t=1. 

(5) 51 十 右 一 5 5 十 所 王 一 1 

〈8) 因 {c} 中 的 固定 变量 都 是 零 值 , 故 步 骤 终 止 ,最 优 解 为 
x 二 《0,1;1,0,0) ,ze 一 5. 计算 过 程 如 图 3. 7. 


{ 儿 } 
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3.5 整数 规划 的 割 平面 方法 


3.5$. 1 局 数 表示 式 


考虑 线性 整数 规划 问题 《了 P)、 
max zo = CX! (3,12) 
s.t. 4 一 让， (3.13) 
0 (3, 14) 
* 为 整数 向 量 ， (3. 15) 


记 线 性 规划 问题 (3. 12) 一 (3. 14) 为 《 疡 ), 对 (PF) 的 任意 基 8, 记 它 
的 非 医 变量 为 ty ytasd 二 一 黄 . 以 5 为 参数 ,从 约束 方程 组 
(3, 13) 中 解 出 基 变 量 后 ,可 将 问题 (CP) 写成 如 下 的 参数 形式 ， 


max wo} 


二 
个 。 t, To 一 Goo 十 六 aoi( 一 三 )， 


je 


J 
Ti do 十 > au( 一 £1)，, 
J 一 】 


Ta 一 Gann0 十 六 < 一 1;)， 

Zi 0， i 二 12, 

x; 取 整 数值 ， 二 0,1 ,sn 
在 上 述 条 件 中 , 当 zx; 是 非 基 变量 时 ,对 应 的 参数 表示 式 是 恒等式 
zi 一 0 十 (一 (一 x), 记 向 量 ; 


To Ho 
工 | lj 

二 » C= , (一 0 1 
Tn ny 
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* 为 未 知 疝 量 ;a, 为 已 知 向 量 . 则 问题 (P) 可 写成 如 下 形式 ， 


max xo; {3.16) 
Ej 

st, X=0%+ > of 一 二 )， (3.17) 
yi ] 

了 20D， E 2 {3.18) 

zi 取 整 数值 ,一 0,1,*… sn. (3,19) 


(1) 当 aw 守 0 一 1,2 0 时, 风 + 一 ao 是 他} 的 基本 可 行 
解 . 

(2) 当 ao 六 0 0 一 1,2G 时 , 则 对 线性 规划 问题 ( 疡 ) 的 
任何 可 行 解 x, 都 有 xo 过 aw. 即 此 时 的 seo 是 ( 疡 ?的 目标 兽 数 值 的 一 
个 上 界 . : 

(3) 当 gw 半 0,ag 主 0G 二 1 Nj 二 1 中 ) 时 , 则 x=ow 是 
{ 记 ) 的 一 个 基本 最 优 解 . 

(4) 当 an 守 0,ao, 字 0, 且 所 有 的 a 都 是 整数 时 (= 1 ,nj 
一 工 :如 ), 则 下 二 Ow 是 整数 规划 CP} 的 一 个 最 优 解 . 

《5) 车 ( 疡 ) 丰 可行 解 而 无 最 优 解 , 则 (P7 无 最 优 解 . 

在 参数 表达 式 (3. 17) 中 ,假如 用 zx, 去 蔡 换 t., 作 为 第 :个 参 变 
基 , 那 么 ,只 要 从 并 的 表达 式 中 解 出 站 ,代入 其 他 各 式 即 成 . 设 用 
x; 替换 后 的 参数 表达 式 为 


max xo 
C3 
35,t, 于 一 to 十 Da(—&), 
j=l 
k= (ro Tn) 
TO [ 17 
Xx; 取 整 数 己 一 个 ,1 并) 
其 中 T= t= (ld), 则 a 与 aj 之 间 有 如 下 的 关系 式 ， 
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《6) B= — laa=0— 0, 
dr rs 
(0 js ). 
事实 上 ,从 
了 一 an 十 >)ari( 一 十 ) 十 ar 一 二) 
了 1 


解 得 
一 2 2 _ le 
二 一 这 十 和 2 六 人 十 产 (一)， 
代入 过 的 表达 式 中 ,可 得 
dr 
十 了 >》) (a 一 ga, | 《一 1£;) 


I: 


TT =|a 一 as 
+ [— 科 ) 
=aio 十 Das(—E) 十 Ga(— 有 全 一口 1)。 
天 
3.5.2 对 偶 单 钊 形 算法 (dual simplex algorithm) 


定义 3.5.1 一 个 非 零 向 量 se 一 (aoai sa 车 按 分 量 的 
下 标 顺 序 ,第 一 个 不 为 零 的 分 量 是 正 数 , 则 称 a 是 字典 序 正 , 记 作 


a>>0. 若 一 a>>0, 则 称 e 是 字典 序 负 , 记 作 ae<<0. 若 两 个 向 量 wx 和 


5, 存 在 a 一 >, 则 记 为 a>b, 按照 字典 序 ,所 及 维 向 是 成 为 一 
全 序 集合 . 
计算 步骤 : 


考虑 问题 (3. 16) 一 (3. 18) 假 设 各 向 量 a; 已 满足 条 件 w 之 0( 
二 1,2,… ,4), 《如何 获得 这 样 的 初始 表达 式 ;将 在 本 节 末 叙述 》 
{12 计算 a0 thin aw- 
若 az0, 则 步 双 终 止 .z 一 ao 人 恒 是 ( 戎 ) 的 最 优 解 . 
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(2) 车 Adam 0s 且 所 有 的 QO {1=1 ssc) + 则 和 步骤 终止 何 
题 无 可 行 解 (因为 无 非 负 前 x 满足 第 > 个 方程 )， 
(3) 按 字典 序 的 大 小 计算 ， 


max (ole < 0,1 jd 
ri 


16, 


rs 


(4) 用 zx; 替换 1, 作为 第 ;个 参 变 量 ,得 新 的 表达 式 
二 二 {oe 十 ac 志 )， 


j=l 


一 — Ari 二 上 一 
其 中 i et js t= EE 1t; = Ty: 
ri re 


用 新 的 表达 式 代 状 原来 的 表达 式 , 转 (1), 
在 此 算法 中 有 重要 性 质 ， 
车 qj>0,j=1,… :dd; 则 
a 0,j = 1 1d. (3. 20) 
qo > 到， (3.21) 


由 (3. 20) 和 3.21) 可知 ,在 计算 过程 中 ,同样 的 表达 式 决 不 重 
复出 现 , 故 程序 必 在 有 限 步 内 终止 ， 


下 面 介绍 一 种 求 初始 字典 序 正 ( 即 ww 之 人) 表达 式 的 方法 , 称 作 
M- 方 法 ， 首先 , 任 给 一 表达 式 x 二 ,十 2 人 一 t,), 设 按 字 典 序 
的 大 小 
a 一 min fa s) 二 从 ， 
着 w >0, 则 已 获 字 典 序 正 的 表达 式 . 相反 ,在 表达 式 的 最 后 ,我 们 
附加 一 个 参考 条 件 
zw 二 上 十 之 (一 下 ) 
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CM 是 足 髋 大 的 数 ). 然后 ,以 +l 棕 换 志 得 
一 各 十 Da(— 6), 
其 中 订 一 一 六 本 一 晤 一 责 人 < 扫 j 关 5 委 丰 ,0 一 0 一 Ma 显然 ,这 时 


已 有 5 之 0(j 二 1,…,d). 因 此 就 可 接着 应 用 对 偶 单 纯 形 算法 求 线 
性 规划 问题 (已 ) 的 解 . 

注意 ; 这 时 ,3 的 形式 为 1 十 Mf. 在 判断 im 关 0 时 ,首先 应 该 
看 是 否 满足 />0, 只 有 当 /二 0 时 , 才 看 是 否 满足 /之 0. 


3. 5.3 基本 公平 面 
考虑 表达 式 (3. 17) 中 的 第 : 个 方程 


xi 一 an 十 De (— 1), (3. 22) 
用 任意 的 ht 尖 0) 莱 (3. 22) 的 两 边 得 
hzi = han 十 ShaC— £2), (3. 23) 


j=l 


则 (3. 23) 式 亦 可 写 为 
Lh jz 十 2 thes BB 二 LiDe 


十 Chas 一 LAa; 让 = [Aaio 十 (haio 一 LAco 由 ， 
由 于 要 求 T; >0w>0, 可 推 得 关系 
[jz 十 Die J Lhawd + haw — Lhawo)). (3. 24) 


进一步 ， 由 于 要 求 和 忆 是 整数 ,因此 (3.24) 式 的 左边 必须 是 整 
数 . 又 由 于 0 所 fa 一 Lhawnj4 过 1, 则 可 推 得 关系 


Lh jx: + Ble je Lhand. (3. 25) 


另 一 方面 ,车 用 1 j 弛 (3. 22) 的 两 边 ， 又 可 得 
。219 。 


Er; 十 Dlape, £1; = [下 Jan (3. 26) 
最 后 ;由 (3. 25)- 一 (3. 26) 可 导 得 关系 式 
> Ch ja — Lhas De; > [han 一 [aa 《3. 27) 


称 条 件 (3. 27) 为 基本 割 平面 方程 (3. 22)? 为 导出 此 捍 平 面 的 诱导 
方程 , 它 所 对 应 的 行 上 称 为 诱导 行 、 

对 非 负 整 数 解 来 说 , 割 平 面条 件 (3, 27) 是 条 件 (3, 22) 的 推论 . 
邑 岂 是 满足 (3.22) 的 非 负 整 数 解 自然 也 满足 (3.27), 然而 满足 
(3.22) 的 非 负 解 就 不 一 定 能 满足 (3. 27). 例如 , 当 aw>>0, 但 不 是 
整数 时 (3,. 27)? 的 右边 , 一般 都 为 正 数 . 则 满足 (3. 22) 的 非 负 解 zx; 二 
ao 一 0 cd) 就 不 满足 (3. 27). 制 平面 的 作用 ,就 是 能 从 
定义 域 (3. 17》 一 (3. 18) 中 割 去 一 部 分 非 负 解 ,但 不 宥 去 非 负 整 数 
解 ,根据 点 的 不 间 取 值 ,下 面 将 导出 各 种 形式 的 割 平面 . 


3, 5.4 分 数 割 平面 算法 (fractional cutting plane algorithm) 
在 基本 割 平面 (3 27) 中 ,让 =1, 划 可 得 
3 一 Las) 各 an 一 [ae 
记 六 -La jO= 0,1 me, 则 上 式 可 写 为 
> tj rio, 
引进 非 负 的 松弛 变量 s ,得 条 件 
$=— rn Sr, (3, 28) 


称 (3. 28) 为 分 数 割 平面 . 方程 (3. 28) 中 的 各 个 系数 正好 是 (3. 22) 
中 各 个 系数 的 分 数 部 分 , 因为 


人 一 [Leoj 一 2 Low 和 ( 一 ra 十 2 
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一 | Laoj 一 De 中 一 
所 以 当 zist; 者 取 非 负 整数 值 时 自然 也 到 非 负 整数 什 . 

求解 整数 规划 CP) 的 计算 步 又 : 

(1) 利用 对 提单 纯 形 方法 , 求 松弛 问题 ( 户 ) 的 最 优 解 . 若 ( 户 ) 
没有 最 优 解 , 则 步骤 终止 ,4P) 也 没有 最 优 解 . 车 ( 户 ) 有 最 优 解 , 设 
所 求 得 的 达到 最 优 时 的 表达 式 为 

工 一 io 十 So- 1,) 


“ 即 此 时 有 a 20a 0 1 nj ld). 
(2) 若 所 有 的 wo 都 是 整数 , 则 步骤 终止 ,* 一 m 便 是 (PP) 的 最 
优 解 , 相反 , 设 an 是 最 头 上 的 非 整 数 , 即 
一 min{ilan 不 是 整数 ,i 一 0,1,.…*,n}, 
取 诱 导 方 程 为 


Xi 二 an 十 Da- t; 2 〈 即 取 诱 导 行 为 六 ， 
(3) 从 诱导 方程 导出 分 数 割 平面 
二 一 re 一 (一 zy 


其 中 ry =ay—Layj. 
《4) 按 字典 序 的 大 小 计算 


er 0,] 所 j 甩 d| 
有 


inaxKt 


(5) 用 替换 5, 得 新 的 宕 达 式 
天 一 而 十 Da (一 i), 


了 王 ] 
其 中 tj =f js 时 ,而 志 一 5%， 
本 一 Ta,, a, qj; 一 fj; 一 a, (天 5)， 
ris re 
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(6) 若 a 之 0G 二 1 ， 则 转 (2), 相反 , 转 (1)，* 求 改进 后 的 
〈 即 加 上 上 齐 平 面条 件 后 的 ?松弛 问题 的 最 优 解 ， 

注意 ,引进 割 平面 条 件 ,只 是 为 了 作 一 次 和 参数 变换 ,实际 上 并 
不 需要 把 它 如 到 约束 方程 组 (3. 17) 中 ,因为 我 们 已 经 知道 它 是 诱 


导 方 程 的 推论 ， 
例 3.5.2 求解 
min 4 十 53 
St。 3 十 2y 之 7， 
十 dy 汪 5， 
3IT 十 y 守 2， 
zy 为 非 负 整数 ， 
解 ”写成 参数 形式 为 : 
max of 
St. To 一 一 4r 一 Drs 
Ti 一 一 了 十 3z 十 2r5， 
Te 一 一 5 十 工 十 4zsy 
Xs 二 一 2 十 37, 十 工 ;， 
TIT ss 为 非 负 整数 , 江 。 为 整数 . 
列 成 如 下 单纯 形 表 : 


1 一 工 一 区 5 


To 0 4 5 
TI 一 7 一 8 —2 


TI—5 一 1 一 和 

了 工 3 | 一 2 一 3 一 1 ” 

人 一 1 

zs 一 1 
do 好 1 #2 
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现在 已 满足 w >0(7 之 1) 的 要 求 . 
(1) 用 对 偶 单 部 形 方法 求 线性 规划 最 优 解 . 
+ 


1 CO—z 一 人 一 开 | 一 站 1 一 了 | 一 了 


12 _ 1。 了。 
10 10” 107 3 


8 _ 1、 了 
(3) 导出 割 平面 "一 一 也 这 x1) 5 2 


To 二 一 


一 一 一 必 i 10 
(4) 来 max| 一 工 7 "Ye 
10 10 
C5) 以 so 替换 zx; 得 表 CN). 重复 步 又 C2) 到 步 又 (5) ,得 表 
《VY ) 和 表 《 WI), ( 表 中 附 “#” 的 是 诱导 行 , 附 “ + "是 被 替换 的 参 变 


量 ). 


22D3。 


15 5 
4 
2 
4 


3 

4 
之 
4 


-| 


> 一 
| 
| 


NN) 


Cu) 
最 终 求 得 问题 的 最 优 解 为 + 二 z=2,y 二 zx; 二 1, 最 优 目 标 函 数 的 


值 为 13, 表 (1 至 (W 的 变换 过 程 如 图 3.8 中 点 中 至 点 @. 
第 一 个 割 平面 为 
:一 一 匠 十 下 十 廿 二 一 一 5 十 十 3r; 守 上 0， 
加 上 它 后 ,使 点 二 一 点 由 . 
第 二 个 割 平面 为 
方 十 六 过 十 了 wo 一 一 4 十 34 十 2x5 闵 0 + 
加 上 它 后 ,使 点 加 一 点 @. 


第 三 个 割 平 面 为 
4 一 一 半 十 宇 x 十 了 5 一 一 9 十 3 十 325 芝 0 
加 上 它 后 ,使 点 @@ 一 点 凶 . 


有 2 一 


i 
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6 六 
1 一 从 z= 0 =0 so=0 rmt) 


图 3.8 


3.6 分 解 算 法 (decomposition algorithm) 


设 线 性 混合 整数 规划 问题 (P): 
max -To 一 er 十 要 7; (3. 29) 
s.t, Axr 二 By=#, (3. 30) 
x 了 守 《3. 31) 
3》 是 整数 向 量 . (3. 32) 


其 中 zo 是 变量 ,eT 一 eve cpj d= (dj yd ydy) I= (xi, 
Te a) 是 mrXp 秆 阵 ,B= (5b.;) 
是 wxg 矩阵 ,b= C5 ,bo pbm)7 此 二 (下 直上 . 令 
5 二 人 | 上空 y 实 和 ,3 是 整数 向 量 }， 
FF 二 {y|y € 5, 且 使 ; Ax = 二 6 一 By,x 之 和 9 有 和 解 }. 
对 ?GE 呈 , 定 义 线 性 规划 问题 PCy) 如 下 ， 
“225。 


求 xT) 二 max zos (3. 33) 
§,t, 人 | 


一 互 一 是 y， (3.34) 
Xx. 
则 问题 (P) 可 写 为 : 
max xoly)s 
St, yeEF, 
根据 线性 规划 对 偶 理 论 ,P(7)? 的 对 偶 规 划 为 刀 (?); 
min diy— wiBy -t+ ub, {3.35) 
St， NA, (3. 36) 


其 中 NH = 人 
U= {uu aA 守 c'}. 
车 避 = 疙 , 则 对 任何 的 yEF, 必 有 zo(C7) 一 十 ce. 因此 ,或 者 下 = 
全 ,或 者 (P) 无 最 优 解 ;车 吕 关 如 ,这 时 ,车 P(y) 又 有 可 行 解 , 则 
P(y) 和 DC) 都 有 最 优 解 , 旦 有 : 
xzofy7 一 min dly — ww By u'rb; 
s.t, HEU, 
若 PC?) 无 可 行 解 , 则 DGY) 无 最 优 拥 ， 
根据 多 面 集 表示 定理 2. 1. 13, 对 任意 的 wEUV, 可 和 写 为 ; 
w= DA DAM 400 2 有 = 1. 


其 中 为 上 的 极点 (基本 可 行 解 ),w 为 U 的 极 方向 ， 
根据 对 偶 理 论 ,车 口交 记 , 则 y&€F 的 充 要 条 忻 是 DC(y) 有 最 
优 解 . 而 D(y) 有 最 优 解 的 充 要 条 件 是 : 对 所 有 的 产 ,满足 
— OTBy T+ TBO 0, (y ES) 
ef = min diy — Cu)THy + Cw)h. 
因此 ,问题 CP) 可 归结 为 如 下 问题 (I. P. )， 


"2206， 


max xos 《3. 37) 
st 一 《pTBy 十 (7 六 0 对 所 有 的 广 ， 
dy 一 《8 站 TBy 十 《5 污 xo; 对 所 有 的 .| (3. 38) 
yD y ES). 

者 问题 Ci. P. ?无 可 行 解 , 则 对 任何 的 了 ES ,DC 无 最 优 解 ， 
因此 ,Ply) 无 可 行 解 , 即 (P) 无 可 行 解 ; 若 (J. 已. ) 有 可 行 解 , 则 必 ” 
有 最 优 解 , 记 它 的 最 大 值 为 xo(I. PP. ), 设 求 得 的 最 优 解 为 六 所 下 . 
则 只 可 再 解 一 次 如 下 的 线性 规划 问题 : 

na Cxs 
st. Ar=b— By,x>0. 
便 可 求 得 混合 整数 规划 (P) 的 最 优 解 . 

以 上 说 明了 分 解 算法 的 原理 ,但 是 ,问题 (7. 已 . ?实际 上 是 不 
知道 的 .下 面 介 绍 的 是 应 用 松弛 技术 的 计算 过 程 . 

设 己 为 极点 ww 的 任意 一 个 于 集 ,R 为 极 方 向 vw 的 任意 一 个 子 
集 , 定 义 松 弛 问题 P(Q,R) 如 下 ， 


max zos (3, 39) 
st， 一 (VW)TBy 十 (Dh 守 0, 对 所 有 的 w E€ RR， 
(dTy 一 (007)TBY 十 (WW) 吧 之 Toy 对 所 有 的 W EE “| 
0 
(3. 40) 


车 问题 P(Q,R) 无 可 行 解 , 则 (CP) 也 元 可 行 解 ;车 PtQ,R) 有 

可 行 解 , 则 必 有 最 优 解 , 记 其 最 大 值 为 TQ RY, 显然 有 : of 六 ， 

RR}) 庄 zo(1P). 对 任 一 yES, 车 UU 关 疙 , 则 或 者 PO) 无 可 行 解 ,或 

者 P(ty) 有 最 优 解 ,最 大 值 为 Xo), 且 对 任意 的 已 入 满足 关系 ， 
of EE xo,P) EC TN, R). 

因此 , 若 有 某 一 个 ES5, 且 有 某 子 集 @,R. 使 得 zo(y") 一 

zo(Q;R), 则 y' 便 是 问题 (I. P. ) 的 最 优 解 . 这 就 是 下 述 算法 的 主 


要 依据 . 
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计算 步骤 : 

(1) 任 取 一 ?ES3, 用 对 偶 单 纯 形 法 .求解 互 为 对 偶 的 线性 规 
划 问 题 PC 和 Dty)， 

Q) 若 DCy) 无 可 行 解 , 则 步 又 绽 让 ,问题 (PP}) 无 最 优 解 . 

《ii 若 DY) 有 可 行 解 , 但 无 最 优 解 ; 则 必 可 找到 上 的 一 个 级 
点 本 ;及 一 个 极 方向 Ww; 使 得 ; 一 (yD) "By 十 C760, 以 此 和 
构成 初始 的 子 集 @ 和 RR. 

(iii) 车 吕 (y) 有 最 优 解 , 设 求 得 DG) 的 一 个 基本 最 优 解 ( 极 
点 ) 为 wi, 求 得 P(y) 的 基本 最 优 解 为 x'. 则 以 此 wi 构成 初始 的 子 
集 Q@,R: 一 他 ， 

(2) 解 整数 规划 PCQ,R). 

(i) 若 P(Q,R) 无 可 行 解 , 则 步 又 终止 ,( 忆 ?无 可 行 解 . 

(ii 若 PCQ,R}) 有 最 优 解 , 设 为 y" ,最 大 值 为 za( 久 ,只 )， 

《3) 解 线性 规划 Dty*') 和 Pty’). 

(i) 车 DGy') 无 最 优 解 (< 即 Py*) 无 可 行 解 ), 则 可 抄 到 上 的 
一 个 极点 ;及 一 个 极 方 向 让; 使 一 (rv By 十 (83<0. 将 六 加 
进 子 集 R. 若 dry 一 (wDTBy' 十 CW 之 zo(Q@;R); 则 也 和 将 wr 加 进 
子 集 QQ. 然后 转 (1)， 

ii) 若 Dty*) 有 最 优 解 , 设 为 wi 设 PCy' ) 的 最 优 解 为 x". 设 
Ply' ) 的 最 大 值 为 ze) 这 时 , 若 zo ) 一 zeo(Q,R)， 则 步骤 终 
止 , (xoly') ,x* ,y' ) 便 是 (P) 的 最 优 解 ;车 roC <zo(@R)， 则 
将 此 ww 加 进 子 集 外 ,然后 转 (2). 

每 执行 一 次 (3) , 子 集 护 或 尺 中 ,和 将 增加 一 个 元 素 呈 或 请 它 
位 满足 条 件 ， 

diy’ — Ca)TBy + COB < ro RR), 
或 
(CWBy 十 (< 0. 
由 此 可 推 知 ; 每 次 增加 的 w 或 v',; 都 不 是 原来 的 @ 或 RR 中 的 极点 
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或 极 方向 . 因此 ,过 程 必 在 有 限 步 内 终止 ， 
3.7 集合 覆盖 和 分 解 问题 的 解法 


三 个 最 基本 的 0 一 1 规划 问题 是 : 
履 盖 问题 (covering problem) 


min exs (3. 41) 
s.t. Ax 渤 1， 
为 0 1 向 量 | 3. 42) 
分 解 问题 (partition problem) 
min ex; (3. 43) 
Ss.t, 4x 一 1， 
为 0 一 1 向 量 . | (3. 44) 
无 关子 族 问 题 (packing problem) 
max crs (3. 45) 
st, Ar1， 
+ 为 0- 1 向量. 《3. 46) 


其 中 4 为 0 一 1 矩阵 ,e 是 分 量 都 为 正 的 行 向 量 , 1 表示 分 量 都 为 1 
的 向 量 , 图 论 和 网 络 理 论 中 的 很 多 极 值 问题 ,都 可 归结 成 上 述 0 一 
1 规划 问题 , 求解 这 些 问 题 的 难 易 程 度 和 矩阵 4 的 结构 形式 有 关 ， 
根据 特殊 的 结构 形式 ,建立 特殊 的 有 效 算法 ,就 是 组 合 最 优化 所 研 
究 的 主要 内 容 . 它 抬 组合 论 . 图 论 .线性 规划 密切 地 联系 在 一 起 . 这 
里 ,只 介绍 覆盖 问题 的 一 般 解 法 , 首先 说 明 , 分 解 问题 可 以 化 成 如 
下 的 粮 盖 问题 : 


min De + Lzs (3, 47) 
=] 

Ss, +, qr 2 1 (i 一 1 2723 
相 | (3.48) 
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其 中 t; 一 2 = Detl, 


事实 上 , 设 x' 是 分 解 问题 的 任意 可 行 解 ,x 是 窗 盖 问题 而 不 
是 分 解 问题 的 可 行 解 , 即 Ax* = 二 1,Ax 实 1, 且 


一 (De Xj 六 1) 关 六 . 


则 De, + Li) rr = Pos + Lm < Lim 1). 
jel 
但 是 
> 十 Lez， > Por + Lm 十 1 1 宕 Lim 十 U、 


因此 ， 只 要 分 解 问 题 有 可 行 j 解 ,上 述 禾 盖 问 题 的 最 优 解 必 在 分 解 问 
题 的 可 行 解 中 达到 . 

覆 妆 问题 的 化 简 规则 ”对 覆盖 问题 ,常常 可 根据 以 下 的 规则 ， 
预先 确定 某 些 六 的 值 ,或 者 去 掉 某 些 名 余 的 约束 条 件 . 这 些 规则 
称 为 化 简 规 则 . 

规则 1 车 4 的 某 一 行 a 是 一 个 单位 向 量 , 即 ws 一 1,av 一 0， 
对 所 有 的 7 有 则 zx 必须 取 1, 由 于 x 二 1, 则 在 A 的 第 直列 中 , 几 
是 元 素 为 1 的 行 , 条 件 都 已 得 到 满足 . 因此 ,可 将 这 些 行 和 第 天 列 
去 掉 . 

规则 2 若 4 中 的 行 w 和 a, 使 得 a. 之 a,; 则 第 ;个 条 件 可 以 
去 掉 . 因为 它 是 第 p 个 条 件 的 自然 结果 ， 

规则 3 若 有 A 的 某 些 列 指标 集 S5S, 以 及 某 一 列 指标 总 5 使 
得 : 


> an an (f= ly 
JE 全 


De cs 
FE 
则 显然 第 直列 可 以 去 掉 , 即 zx; 可 取 为 0. 
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列 . 


列 . 


例 3.7.1 设 杜 次 问题 如 下 : 


由 规则 2 , 因 看 :可 去 掉 第 7 行 ， 
由 规则 1 , 因 ws, 是 单位 向 量 , 可 取 zx,==1, 并 去 掉 第 4 行 和 第 4 


由 规则 2, 因 gj 之 qs 可 去 掉 局. 

由 规则 3, 因 as3ParG 关 1,4,7)， 且 cc 故 可 去 掉 第 ?了 列 ， 
由 规则 3;, 因 aanG 天 1,4，7)， 且 ccel, 故 可 去 掉 第 1 列 ， 
由 规则 3, 因 gis 字 aw 了 关 1,4,7), 且 cs<<es, 故 可 去 掉 第 6 列 ， 
由 规则 3, 因 a 这 aws (i 关 114,7) ,和 且 co<<es;, 故 可 去 掉 第 5 列 . 
由 规则 2, 由 于 已 去 掉 1,4,5;6,7 列 , 这 时 as 守 as :可 去 掉 ae， 
由 规则 3, 因 ax 庄 an (i 天 1,4,6,7); 且 cs 之 ce; 战 可 去 掉 第 2 


最 后 ,化 简 到 如 下 覆盖 问题 : 
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此 问题 的 最 忧 解 为 xz 二 zs 二 zs 二 1, 目 标 函 数值 为 6 十 4 十 6 一 
16， 
定义 3.7.2 基本 材 瘟 
对 zz 的 分 量 的 指标 任 一 子 集合 了 ,定义 向 量 xc) 如 下 : 
XT) 一 《iT 
四 四 人 了 E JJ， 
”0，j 太 J. 
若 *x(J7) 蚌 覆盖 问题 的 一 个 可 行 解 , 则 称 .为 一 个 覆盖 ,假如 在 覆 
盖 J 了 中 ,有 一 个 指标 产 ,使 得 J 一 {j"}) 仍 是 一 个 究 盖 , 妓 潢 足 ， 
Da — a 1 = Lm), 
A 


则 称 ”是 过 剩 指标 . 一 个 不 含 过剩 指 宗 的 覆盖 , 称 为 基本 覆盖 ; 否 
则 称 为 过 剩 法 将. 猎 盖 J 中 的 一 个 指标 7 , 它 不 是 过 剩 的 充 要 条 件 
为 ; 
1I0) = {2as ~ ar = 0}#¥ 8@. 
因为 e>0; 故 覆盖 问题 的 最 优 解 必 对 应 于 一 个 基本 覆盖 . 
记 覆 盖 问 题 为 (P), 它 的 松弛 问题 为 ()， 


min er {3, 49) 
.t, 凤 Y 221， 

本 | (3.50) 

大 站 . 


对 { 户 ) 的 任 一 可 行 解 *, 定 义 向 量 x, 它 的 分 量 是 ; 
x; = min(l yz (= 1 ,0), 
由 于 各 是 一 个 0 一 1 矩阵 ,* 也 是 ( 户 ) 的 可 行 解 . 设 *" 是 ( 祖 ) 的 一 
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个 基本 最 优 解 . 则 因为 e 半 0, 放 必 有 ; 
OSX EE OQ= 1,,n)., 

定义 向 量 的 分 量 如 于 :; 
xz! 一 和 1] (一 1)， 
其 中 [x | 表示 不 小 于 x 的 最 小 整数 ,显然 ,x" 是 覆盖 问题 (P) 的 
一 个 可 行 解 . 记 J' 二 {jl 二 1}; 烛 了 ' 是 一 个 覆盖 ,但 不 一 定 是 天 
本 覆盖 . 从 天 中 ,逐个 地 减 去 过 剩 指 标 后 , 必 可 得 到 一 个 基本 覆盖 
乒 . 当然 ,用 不 同方 式 减 过 条 指标 ,可 能 获得 不 同 的 基本 兢 姜 . 

性 质 1 车 /是 一 个 基本 覆盖 , 则 xc 是 ( 记 ) 的 一 个 基本 可 
行 解 . 
我 们 进一步 讨论 对 应 于 基本 可 行 解 xz 的 基 矩 阵 形 式 , 因 为 
/是 一 个 基本 覆盖 , 则 经 过 行 和 列 的 适当 排列 后 ,矩阵 4 和 向 量 c 
必 可 表 成 如 下 的 形式 : 


J 中 的 列 J 以 外 的 列 
1 : 
成 
4 一 1 , 
4 4 
c=( Cy Cw ). 
线性 规划 ( 户 ) 化 成 标准 形式 为 ; 
mn er; 
st, Ar— y= 1， 
x 之 从， 
了 之 信 


因此 ,对 应 于 x(/) 的 基 第 阵 可 取 成 如 下 的 下 三 角形 式 : 
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一 1 
性 质 2 上述 形式 的 基 矩 阵 BOT) ,满足 8C(7) = BC7)， 
根据 单纯 形 法 , 若 基 矩阵 8(7) 满 中 条件， 
cB A et, 
其 中 ee 一 (er 0) 有 -1 一 吾 (J) "1=B(J) ,A=(4,—1D) ,c= (Cens 
0). 则 xy) 便 是 ( 疡 ) 的 基本 最 优 租 ,因此 ,也 是 覆盖 问题 CP) 的 一 
个 最 优 解 . 用 N 表示 子 矩 阵 4 所 取 的 列 指标 集合 ,用 PCE RN) 
表示 4 中 的 列 向 量 , 则 上 述 有 关 最 优 性 的 充分 条 件 可 写 为 : 
CPP 一 CS0, 对 所 有 的 jEN. 
车 设 x(J) 不 是 (让) 的 最 优 解 , 记 Q= jlerPy 一 cj >>0,jEN). 
这 时 ,车 有 田 一 个 基本 覆 羔 J" ,使 得 
[和 
必须 满足 : 
27 2 1. 


ieQ 


称 条 件 ， 2 之 1. 为 关于 基本 覆盖 的 一 个 割 平面 ， 


覆盖 问题 但 平面 算法 步 允 
据 前 所 述 , 对 覆盖 问题 (已 ); 
min{xo|zxo 二 cr; Ax 之 1,x 是 0 一 1 向 量 ). 
有 如 下 的 步骤 : 
(1) 车 4 中 有 一 行 全 为 0, 则 步 邓 竹 止 ,问题 无 可 行 解 . 否则 ， 
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任 给 一 覆盖 , 作为 初始 的 记录 J, 蚂 zo? ==ex(J)， 

{2) 利用 覆盖 问题 的 化 简 规 则 1,2,3; 化 简 问 题 CP) 和 和 矩阵 
4, 假如 经 过 化 简 后 ,已 完全 确定 问题 (P) 的 最 优 解 , 则 步骤 终止 . 
否则 ,进行 (3). 

(3) 求 松 弛 (线性 规划 ) 问 题 ( 户 ) 的 基本 最 优 解 x*" ,并 通过 
x* , 求 得 一 个 基本 覆盖 J" ( 见 (3.49) 与 (3. 50)). 然后 ,进行 (4). 

(4) 若 er(y < ，, 则 改进 记录 解 , 置 了" 一 J ,cx(J") 一 zo ， 
然后 ,进行 (5) ;车 crty  ) 之 芝 , 则 进行 (5). 

(5) 将 矩阵 4 和 向 量 e 排列 成 如 下 形式 ， 

网 4 ’ 


CC 一 (erroev ). 


au» [1 9) 
An 一 五 三 


间 时 , 取 基 阵 鸭 


然后 ,进行 (6). 
(6) 若 对 所 有 的 jEN" ,满足 er 了 ,一 cj 所 0. (其 中 Pj 为 4 中 
的 列 向 量 ), 则 步骤 终止 ,当前 的 记录 解 *(J), 便 是 (PP) 的 最 优 解 . 
否则 , 置 
= {jlenP—eco> OjEN'). 
然后 ,进行 (7), 
(7) 增加 割 平面 ; 


Dx = 1, 
j 万 遇 


用 覆盖 问题 ， 
min {cx |Ar > 1, 人 2 这 1,z 为 0 一 1 向 量 }. 
代替 原来 的 问题 (P)， 转 到 (2). 


例 3.7.3 求解 
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min To 二 fT 二 Bro 十 7zra 十 12r 十 6zi， 
s.tf， .十 za 十 工 六 1， 
Xt xl， 
Ti 十 51， 
十 工读 1， 
rise 取 0 或 1. 
(1) 任 取 基 本 覆盖 11,2,3} 作 为 初始 的 记录 J, 置 zf 一 7 十 3 
十 7 一 197. 
《5) 排列 矩阵 4 和 向量 成 如 下 形式 ， 
IT Te Ty Te Ts 


一 (7 3 7 12 6) 


0 0 ;0 一 ( 原 第 3 行 ) 
sl 1 0:1 01 一 ( 原 第 2 行 ) ， 
0 0 110 1| 一 ( 原 第 4 行 ) 
1 0 171 0 一 ( 原 第 1 行 ) 
到 基 第 阵 二 (JJ 为 
i 90 0 站 
0 10 1 
0 0 1 ol” 
101 -1 
0 1 
“ee 中 
0 1 


ca 一 (7,3,7.0) = (ej:0), 
(6) ov 有 一 cj 一 3 一 12 一 一 9<0， 
CPs—cs=14—6=8>0. 
置 Q@= 15}. 
(7) 增加 条 件 x; 实 1 后 4 成 为 
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A Ty XT A 


1 0 0 0 1 
0 1 0 1 | 
0 0 1 0 |， 
1 0 1 1 0 
0 0 0 0 J] 


《2) 化 简 4; 
由 规则 1 ,可 取 xs 一 1, 划 去 第 5 列 和 第 1,3,5 行 后 得 


1 


由 1 0 | 
及 二 ， 
1 0 1 1 


t =(7,317,12), 
《32 松弛 (线性 规划 ) 问 题 的 最 优 解 为 ， 
十 1 一 1rz = 1 ,x 一作 ,一 总 ys 一 1， 


因此 , 它 也 是 栈 盖 问题 的 最 优 解 , 步骤 终止. 


3.8 目标 函数 为 分 式 时 的 整数 规划 


考虑 问题 (P): 
max 1 一 些 十 9， (3. 51) 
s.t. Ar 一 省 址 的 分 量 取 非 负 整 数 (3. 52) 


其 中 ,e 为 分 量 取 非 负 的 行 向 量 (/>0). 
假如 上 述 规划 问题 是 某 一 生产 计划 问题 的 数学 模型 ,那么 , 目 
标 函 数 的 分 母 可 表示 生产 成 本 ,分 子 可 表示 总 产值 ,而 4 可 表示 资 
金 的 增长 率 . 
车 上 述 问 题 的 最 优 和 解 为 x* ,目标 函数 最 大 值 为 , 则 对 问题 
的 任何 可 行 解 x, 有 关系 : 
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即 
(ex 十 四 一 4fexr 十 门 扫 
因此 ,线性 整数 规划 问题 P(4 ): 
max 31 = (ext dA tert, {3.53) 
st Ax 一 加 ix 的 分 量 取 非 负 整 数 . 《3. 54) 
的 最 大 值 为 零 . 
假如 ,考虑 问题 POD); 
max :of = (ex a ~ Aler + A)， (3.55) 
s.t， 4x = 二 上 了 ,x 的 分 量 取 非 负 整数 ， (3.56) 
则 显然 , 当 4 过 可 时 ,max zo 加 D 访 0; 当 A> 时 ;max zo(CA) < 过 0, 
分 式 整 数 规划 问题 (P) 的 选 代 算法 步骤 . 
它 是 利用 线性 整数 规划 的 解 来 通 近 分 式 整 数 规划 的 解 . 
假设 已 知 问题 (P)? 的 一 个 可 行 解 阅 ， 
n= CNL 十 二 
ert 
方法 ; 
《0) 置 i 二 1. 
(1) 求解 线性 整数 规划 问题 P(XD); 
max dog 下 ) = (Cex td) 一 Nex 十 门 ， 
st， 4xr 一 8 的 分 重 取 非 负 整 数 . 
《2) 若 max zolX) 一 0 则 步 统 终止 , x' 便 是 最 优 解 . 相反 , 设 求 
得 P(X) 的 最 优 解 为 x 
《3) 计算 
Nt! 一 Cr +a 
ert 二 +f 
显然 ,XT 于 
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(4) 置 1 十 j 一 i 然后; 转 到 (1). 
因为 玉芝 之 4" ;部 在 选 代 过 程 中 ,所 有 的 x 各 不 相 
同 .因此 ,只 要 问题 的 可 行 解 集 合 有 界 ,算法 必 在 有 限 步 内 终止 . 


3.9 天平 面 法 的 新 进展 
3.9.1 常用 符号 和 基本 概念 


R" ={x|x = (rps) oY rE Q}. 
RY={x|x € Rx 0}. 
2 ={x|x € RY xi EZ}, 
Zo={x|r EE€ 2 x 
六 二 CE 
b=(b yd) bE 2Z™. 
f 一 (coycoT CE Z", 
So={x|x € 2 ,Ar $b}. 
为 简明 起 见 ,在 本 节 中 ,把 整数 线性 规划 问题 : 


max er {3, 57) 
st. ES (3, 58) 

简 记 如 下 : 
Iax{terr|zrc 9). (3. 59) 


整数 规划 中 的 一 个 最 基本 的 概念 是 $5- 凸 包 ”C(S-convex hull): 
conv(S)》 = {x = Tax > = 1NA2OYYES, 
i=1 ju] 


! 为 任意 正 整 数 ). (3. 60) 
即使 S 是 无 限 点 集 ,convkS) 仍 然 是 一 凸 多 面体 , 即 存 在 有 上限 个 向 
量 ， 
Cm A) E Rt! 一 1 
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使 得 : 
conv(S) = {x €E RY Tr = 1 
所 有 的 子 集 ;: 
位 [Er 一 机 和 conves)}y {= l,m,0) 
构成 了 凸 狗 面体 cony 45) 的 所 有 边界 面 (facet), 假如 能 写 出 conv 
《3 的 不 等 式 条 件 ,那么 ,只 要 求 得 线性 规划 问题 ; 
max{e x | mx Tm = 1 
的 基本 最 优 解 , 便 可 得 到 整数 线性 规划 向 题 的 最 优 解 , 割 平面 方法 
的 核心 问题 是 研究 如 何 从 定 必 有 会 的 条 件 导 出 conv C5) 的 边界 面 . 
下 面 ,简单 介绍 一 些 本 节 将 要 用 到 的 图 论 基 本 概念 , 
一 个 图 (graph)G 通常 用 二 元 组 (V ,EE) 来 表示 ,其 中 VY 表示 点 
的 集合 ,EE 表示 以 一 些 点 对 为 元 素 所 构成 的 集合 , 称 为 边 的 集合 ， 
对 任 一 边 e 二 [vswy]EE, 称 e 关联 于 点 vw 和 wj;; 也 称 点 v; 和 vw 相 
邻 . 车 两 条 不 间 移 边关 联 于 同一 个 点 , 则 称 这 两 条 边 相 邻 .FY 的 一 
个 子 集 下 ,车 其 中 的 点 都 两 两 相 邻 , 则 称 KK 为 图 G 的 一 个 团 
(clique)3 设 天 是 图 G 的 一 个 轩 , 若 5 中 不 存在 包含 太 的 更 大 的 
团 ; 则 称 尺 是 G 的 一 个 极 大 团 Cmaximal cligue).Y( 或 已 ) 的 一 个 
子 集 S, 若 其 中 的 元 率 两 两 互 不 相 邻 , 则 称 5 为 图 的 一 点 (或 边 ) 无 
关 集 . 设 TY 一 {our v= fewyen) 对 VC 或 互 ? 的 任 一 子 集 
3 定义 0 一 1 向 量 x= Ce pTo) (让 (zyXn) ,使 得 : 
1， 当 EE S$( 或 ej; € S$} 时 ， 
te 当世 5( 或 6, 世 5) 时 ， 
则 称 * 是 点 和 集 S5S( 或 边 集 5) 的 关联 向 量 (incidence vector). 一 个 
Xm 的 0 一 1 矩阵 4 二 Caw) , 若 使 ， 
一 由 当 关联 于 边 e 时 ， 
” lo， 相反 ， 
则 称 A 是 图 G 的 点 - 进 关 联 矩 阵 (incidence matrix of a graph). 一 
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个 点 的 床 列 , 王 = (onyoyyojy 若 使 : Cos Ui Ca Ui) 
(wsv.) 都 是 图 的 边 , 则 称 已 是 图 中 的 一 条 连结 w 和 mw 的 链 
(chain), 凡 序 列 中 的 点 不 重复 出 现 的 链 , 称 为 简单 链 (simple 
chain). 若 图 G 中 任何 两 点 间 都 有 链 相 连结 , 则 称 C 是 一 个 连通 图 
(connected graph), 一 条 链 P= (fo os ,vi ) ,车 使 ow, 二 2,; 则 称 
P 是 图 中 的 一 个 圈 (cireuit) ; 若 同时 又 使 1o ，,…… ,vi,_,} 成 为 一 条 简 
单 链 , 则 称 P 是 一 个 简单 图 (simple circuit). 包含 图 中 所 有 点 的 简 
单 较 , 称 为 哈密 尔 顿 团 (Hamilton circuit), 一 个 网 络 N 通常 用 二 
元 组 (7 , 玉 ,zw) 来 表示 ,其 中 CV,E) 确 定 了 一 个 图 ,w 是 定义 在 玖 
上 的 一 个 非 负 函数 , 对 任意 的 eEE, 称 函数 值 ww(e) 为 边 2 的 容量 
(capacity). 对 任 一 点 的 真子 集 5S, 令 号 一 VNS, 定义 : 

5) = {vv) v0) € Ev €E Sv E BS} (3.61) 


zt8KS)) 一 >) whe), C3. 62) 


称 BCS) 为 网 络 的 一 个 割 集 (cut-set)， 称 ww(6(S)) 为 割 集 90S)? 的 
容量 . 使 容量 达到 最 小 的 割 集 , 称 为 网 络 的 最 小 着 集 (minimal cut- 
set), 对 任意 的 矩阵 4 一 (4,，…,4) ,定义 图 G[4]=(Y 五) 如 下 ， 
V 一 (1 
五 一 { 人 有 门 1474 > 0 E VY. 
称 Gft4] 为 和 矩阵 4 的 交 图 (intersection graph), 设 G=(V , 匹 ) ,五 一 
{esrmsem}, 若 向 量 x== Cro;… ,xn)"; 则 有 时 记 这 一 x Cej)), 即 zz(e)) 
为 对 应 于 e; 的 * 的 分 量 . 


3.9.2 分 离 不 等 式 (分 离 面 ) 


一 个 不 等 式 : Tx 人 xo， 车 满足 :RECONV (SO) TYE 则 称 其 
为 5 的 一 个 分 离 不 等 式 (valid ineqguality) 或 称 分 离 面 (face). 下 面 
将 介绍 几 种 导出 分 离 面 的 基本 方法 . 
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3. 和 3 Gomory-Chvatal 法 
对 任意 的 za= (0,…,u,) 汪 0, 有: 

SN 

因为 条 件 zx>>0, 含 有 ， 
>》 CuA; 一 LuA, Dx, > 0 
因此 有 关系 式 
PD uA Dz, < wb. 
因为 条 件 xEZ". 含有 
Dna, Dx; & Lob }. (3, 63) 
很 如 所 选 的 w2>4 满足 ， 
ub — Lab] > 0,44; = [uAj jj 一 1)， 

则 就 是 通常 所 称 的 割 平面 . 


3.9.4 同 余 法 (modulo method) 
设 
S= {xlre 21, Pas 一 io) Y ar E R!. 
设 d 是 任意 给 定 的 正 整 数 . 考虑 ， 
Se= {x|x €E 2Z4,kE Dr Vaz, — kd = ao}, 


J=1 
显然 SCS,, 设 
di =p; 十 odd Eb, da EE Zl = 0,l1, +, 


则 Sr 一 flzE 24, br = b+ ydy € 2'). 
5 一 
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因 为 

om > 0,0 Sb dy€ ZZ, 
故 对 任意 的 zE5,, 必 使 y 字 0; 因此 

XESC Si Db 字 

特别 的 , 当 a 不 是 整数 时 ,可 取 4 二 1, 这 时 

b=a—lal (= 0 ,nn). 
因此 ,上 述 条 性 可 写 为 : 

py (Ca; — La; Dr; Fao 一 [Lao 

这 就 是 大 家 所 熟悉 的 Gomory 分 数 割 平面 
3.9.5 逻辑 和 法 (logical summation method) 


设 TX 入 台 是 5,(CCR' ) 的 一 个 分 元 面 :TX 和 而 是 SCRY) 
的 一 个 分 离 面 , 则 显然 


Dmin (a) A EE max (mn ,Xs) 


i=l 


《其 中 T= (mm yo) 是 91 US: 的 一 个 分 离 面 . 


设 
SS ={["| Xo EE Zi,xRE RY ,T= a0 De) 
8， =-| 巴 ] 四 To 二 Leed)， 
S$, = [| [js S ,x > Lao | 十 中 

其 中 |] 表示 十 1 维 列 向 量 
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则 
一 9 U Ss, 


Say, 这 ao 一 Leoj } 


j=l 


SI = {x€ R' 


1 a 
[J <1) 


=! 


={x€ Rs’ 


Dar) < a 一 Laoj 一 1} 


Jml 


SS: = {x€ R' 


= 人 ER 


1 。 
[a 1—a, Za 一 1}. 


1 1 
| Lan | 一 ao "Ta | 十 1— a 
《一 了 


万 | 二 min 


Dz, 一 1 
是 5 的 一 个 分 离 面 . 
设 
P={r€R |Ax<b,Y x 1}, 
B={rEZ |x = 1 )}, 
$=PNB" 
则 有 
性 质 3.9.1 conv(3) 的 边界 面 是 形式 为 (3. 63) 的 Gomory- 
Chvatal 分 高 面 . 


3.9.6 (SA ) 示 数 法 (superadditive function) 


函数 f: R" 一 Ri', 若 满足 条 件 : 
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A = 0， 
{ye + Ad) Ef + dd) YY dd € R"*, 
则 称 了 是 (SA ) 孙 数 . 
函数 站， Rm" 一 R' ,车 满足 条 件 : 
GD fd) Yd Ed € R, 
则 称 是 非 降 函 数 (nondecreasing function). 容易 验证 ,对 任意 给 
定 的 上 ER ; 蜀 数 fC4)= [wd] 是 一 非 隆 的 (SA) 函 数 . 
性 质 3.9.2 设 .f R" 一 R! 是 一 个 非 降 的 (SA) 卫 数 ,4 是 
Xa 的 有 理 数 矩阵 ,8E R”， 
4 一 (4 及,), 度 
S=2N {xlAr Eb}, 


则 
Df AD SAB) (3. 64) 
是 3 的 一 个 分 离 面 . 
非 降 (SA) 函 数 的 例 于 ， 
设 


扩 : 玉 一 R (ORE), 
LeJ， 若 4 一 ld| 志 a， 


[十 二 ,车 < — Ldj>a. 
则 对 任意 的 <(DO<a<< 1 函数 : 
AD = Ld + 7 


都 是 非 降 的 (SA) 函 数 .而 函数 ; 
fud): R= RCu’ €E Rd € R"), 
对 任意 给 定 的 a 和 ww, 也 是 一 个 非 降 的 SA) 函数 . 
性 质 3.9.3 conv(5) 的 边界 面 是 形式 为 (3. 64) 的 (SA) 函 数 
分 离 面 . 


ftd) -| 


《dd 一 | 好] 一 的 
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3.9.7 升 维 法 (lifting method) 


下 面 介绍 一 种 从 多 面体 的 低 维 边界 面 构成 较 高 维 边 界面 的 升 
维 方法 . 
设 
P={x€ R' |Axrb}; 
P={xly zl}) NP, 
本 一 五 门 Zri 
SS xe Blr = 0}; 
S11=S {x EBPlz = 1}. 


性 质 3.9.4 车 Dn, 之 是 conv(5°) 的 一 个 边界 面 , 且 
= max{ Slrz,lx € 51), 
则 业 
(ro — Da + Siz) Sn 
是 conv(5) 的 一 个 边界 面 。 
性 质 3.9.5 车 Dr < 是 conv(3) 的 一 个 边界 面 , 且 
一 max Da € 5°), 
则 ~ 
尼 一 ro)zt 十 Dz) < mo 二 (6 Oxo) 
是 conv (5) 的 一 个 边界 面 、 
3.9.8 装 箱 (packing) 多 画 体 的 边界 面 


设 太 二 (C414A.) 是 Xn 的 0—1 矩阵 ， 1= (1,1) TE 
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R". 考虑 集合 : 

Pu 一 位 和 伺 呈 4xr 安 惠 . 
通常 称 其 为 装 箱 多 面体 ,定义 4 的 交 图 C[4] 一 (Y ,五 ) 如 下 : 

一 12 

一 {fi 44 2 liyf € V}, 
则 容易 看 出 xE Px 是 G[4j 中 某 点 无 关 集 的 关联 向 量 . 
因此 ,对 Ge[4] 中 的 任何 一 个 团 天 , 必 有 ， 
TE Pa 一 > 和 ri 过 1, 


性 质 3.9.6 若 天 是 G[4] 的 极 大 团 , 则 条 件 Dz 过 1 是 
jex 
conv(P) 的 边界 面 . 
3.9.9 背包 问题 的 边界 面 


考虑 (0,1) 背 包 问 题 
S= {EB|Y a a), 
jEN 
其 中 N= (1, ,nn}, 


不 妨 可 设 ao 宇 a 宇 aq: 主 … 送 a,>0 对 任意 的 子 集 RCN ,让 x* 表示 
R 的 特征 向 量 ( 或 关联 向 量 ), 即 x**= C(x? ,2) 
a ll iE R, 
’ 0，j 让 民 , 
车 zeES, 则 称 民 是 一 个 独立 集 ; 若 x 各 5, 则 称 民 是 一 个 相关 和 集 
(dependent set). 若 C 是 一 个 相关 和 集 , 而 对 任意 的 jEC,C\{ 站 都 
是 独立 集 , 则 称 C 是 一 个 轰 小 相关 人 策 Cminimal dependent set). 
性 质 3.9.7 设 C={j.,… ;jr} 是 一 个 极 小 相关 集 , 记 过 训 之 *… 
< 六 设 下 (CC)=CUI112 ji 若 NMECC) 天 丰 , 且 (CN 丰产 片 
Ut{1l} 和 (CN\{jDU {p} 都 是 独立 集 , 其 中 p=min(j|jEN\ 
ECCO)) ;或 者 ;着 和 N\E(O)== 训 ,而 (CN\{4;j))U {1} 是 独立 集 , 则 
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条 件 : 
> TX; < [Cl] 一 


TE ECCY 


是 convts) 的 一 个 边界 面 ， 
3.9.10 匹配 条 面体 (matching polyhedron ) 


对 图 G 一 (Y, 瑟 ), 一 个 边 子 集 艺 三 五 , 若 使 图 中 每 个 点 只 关联 
于 六 中 的 一 条 边 , 则 称臣 基 G 的 一 个 匹配 .一 个 边 子 集 下 EE, 若 
使 图 中 每 个 点 只 关联 于 XX 中 的 两 条 边 , 则 称 区 是 GG 的 一 个 纪 匹 
配 (2-Matching). 我 们 用 x 表示 边 子 集 也 表示 它 的 关联 向 量 , 用 
Xe) 表 示 x 的 分 量 , 其 中 e 是 一 条 过 .让 4 表示 G 的 点 边关 联 矩 
阵 , 则 
匹配 问题 可 表示 为 如 二 形式 : 
{xiAx 二 17 之 0,+ 是 整数 向 量 ). 
2- 匹 配 问题 可 表示 为 如 下 形式 ， 
{x|Ax 二 21,x 二 0,x 是 0,1 向 量 }. 
一 个 点 子 集 TEV , 若 它 所 含 的 点 数 |1T| 是 奇数 , 则 称 了 为 奇 
点 集 . 定义 
ECT) ={e € Ele = [vw jv E Tv ET}, 
ST) 一 人 和 五 le 一 [oo ET,w, 了) 
性 质 3.9.8 图 G 的 匹配 的 凸 包 为 : 


> zfe) 一 1， YvEV, (3.65) 
下 民风 Km 

2 Te) 宕 1，Y 奇 点 集 T CV， (3. 66) 
ee TY 

Ye 0, YeeE€E, C3, 67) 


这 就 是 著名 的 Edmonds- 匹 配 针 面体 (Edmonds matching polyhe- 
dron), 
设 *+ 是 任意 2- 匹配 的 关联 向 量 , 则 对 任意 的 子 集 SCVY ,以 及 
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FSEB(CS), 有 关系 


>，zr(e) 2 re), 
# 刁 5) EF 
IFI 守 > ze). 
6 
因此 
> rte) + |F| 之 2 Dre). 
8 eeEF 
另 一 方面 ,因为 


2 > re) + 2) zle) 一 2 人 3|， 


FE ELSY EY 


Eas) 


Srey) + IF|I222) re) 十 1， 
+ 


EY 


即 
213| 一 2 yx(e) + IFI22 rt) 十 1- 


*E ECSY 二 所 下 


因而 有 
Sz) 二 Dr) ISI+ ej (3. 68) 
EF 


#€ ELSY 


通常 称 二 元 组 “S$,F”CSCVY ,FCS6(S), |F| 是 奇数 ) 为 一 个 “ 粮 子 ” 
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Ccomb), 称 关系 式 (3. 68) 为 一 个 梳子 不 等 式 ， 最 简单 的 梳子 不 等 
式 为 如 下 形式 


2 xCe) < 
称 其 为 “三 角形 梳子 ”(triangular comb)( 因 S 中 点 形成 的 子 图 为 
三 角形 ). 
性 质 3.9.9 的 2 匹配 的 西 包 为 
> xfe) 一 2 人 TY 


EFiv) 


Dy rle) 十 zfe) 1SI+ [有 梳子 “S,F”; 
所 下 


#eE ELSY 
T(te) 之 0 Yet€E; 
zfe) 近 1， Vet€E, 


3.9.11 Hamilton 团 (Hamilton circuit) 


包含 所 有 点 的 简单 图 (点 不 重复 的 图) 称 为 Hamilton 画 . 或 者 
说 ,关联 于 每 个 点 的 边 数 为 2 的 连通 图 , 用 向 量 x 表示 Hamilton 
图 的 关联 向 量 , 则 它 的 数学 形式 为 : 
Dre)=2, YrEV; 


e 丰 二 Cp) 


Srle)2, VBCVG BY 


x(le) Sl, Ye€EE; 
Xe) 守 0 Vet€k; 
zte) 取 整 数值 ,Ye € EE. 
第 一 组 条 件 表示 关联 于 每 个 点 的 边 数 为 2 第 二 组 条 件 表示 每 个 
割 集中 至 少 含有 两 条 边 . 利用 2- 匹 配 西 包 , 可 得 Hamilton 图 的 松 
弛 问题 如 下 : 
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> rte) 一 2， YuEeY; 


如 民风 [my 
六 zte) + Dre) & ISI+ [过 一 1 ，Y 酌 子 <S Fn 
te Ed) tEF 


Dre YBEBCVOBAV; 


+ 
zol, Ye€E; 
Xle) 0, YeErE, 
求 Hamilton 圈 的 割 平 面 算法 步骤 ; 
设 8 是 任 给 的 某 些 梳子 的 集合 , 尺 是 由 图 的 某 些 点 子 集 所 构 
成 的 集合 . 设 * 是 下 述 问 题 的 一 个 解 : 


Dr) =2, YovEV; (3. 69) 
cE 机 (zw) 
Dz +t Dz s+ [sl], 
#E Etsy EF 

“S,F” EQ; (3.70) 
>， ze)>2, BER; {3.71) 
zB) 
ral YecEtE; (C3. 72) 
Tle) 守 0 Yet EE. {3.73) 


若 x 是 整数 解 , 则 步 又 终止 ,否则 进行 步骤 (1). 

(1) 构造 以 zx(e)? 为 边 e 的 容量 的 网 络 GCx). 

(2) 用 Gomory 一 T, C., Hu 方法 , 求 网 络 G(x) 的 最 小 割 集 
(min-cut set }O(Y). 


(3) 着 
2 ze) 2 则 YUR—R 


tE dtYY 


max > Xx(e) 一 >) Xe) > 2， 


BER EME)Y EE”) 
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则 


R\{B')}— R. 
重新 寻求 问题 (3. 69) 一 (3. 73)? 的 解 ,然后 转 到 (1)， 
(4) 车 
>) rle) 2 2, 
edeYy 


则 检查 各 个 梳子 不 等 式 ( 首 先 检查 最 简单 的 三 角 梳 子 不 等 式 ), 


若 有 某 个 梳子 “5S,F”, 使 (3.70) 关 系 式 不 满足 , 则 “S,F”UQ 


一 Q@; 重 新 寻求 问题 (3. 69) 一 (3,. 73) 的 解 <， 


若 z 不 是 整数 解 , 则 转 到 (1》. 
检验 一 般 的 梳子 不 等 式 是 很 复杂 的 . 它 要 利用 求 最 小 奇 点 割 


集 的 算法 ,要 将 2- 匹 配 间 题 转化 到 匹配 问题 . 但 是 , 确 已 找到 了 一 
种 检验 所 有 梳子 不 等 式 的 多 项 式 算法 . 
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4 动态 规划 
4.1 5 引言 


4.1.1 动 杰 规划 的 发 展 及 研究 内 容 


动态 规划 (dynamic brogramming ) 是 运筹 学 的 一 个 分 支 , 是 
求解 决策 过 程 (decision process) 最 优化 的 数学 方法 , 20 世纪 50 
年 代 初 美国 数学 家 R. 下 ，Bellman 等 人 在 研究 多 阶段 决策 过 程 
(multistep decision process) 的 优化 问题 时 ,提出 了 著名 的 最 优 性 
原理 Cprineiple of optimality) ,把 多 阶段 过 程 转化 为 一 系列 单 阶段 
问题 ,逐个 求解 ,创立 了 解决 这 类 过 程 优化 问题 的 新 方法 一 一 动态 
规划 . 1957 年 出 版 了 他 的 名 著 k《Dynamic Programming》, 这 是 该 
领域 的 第 一 本 著作 . 

动态 规划 问世 以 来 ,在 经 济 管理 .生产 调度 .工程 技术 和 最 优 
控制 等 方面 得 到 了 广泛 的 应 用 , 例如 最 短路 线 、 库 存 管理 .资源 分 
配 . 设 备 更 新 ,排序 ,装载 等 问题 ,用 动态 规划 方法 比 用 其 它 方法 求 
解 更 为 方便 . 

虽然 动态 规划 主要 用 于 求解 以 时 间 划 分 阶段 的 动态 过 程 的 优 
化 问题 ,但 是 一 些 与 时 间 无 闫 的 静态 规划 (如 线性 规划 、 非 线性 规 
划 ) ,只 要 人 为 地 引进 时 间 因 素 , 把 它 视 为 多 阶段 决策 过 程 , 也 可 以 
用 动态 规划 方法 方便 地 求解 . 

下 面 是 多 阶段 决策 过 程 最 优化 问题 的 典型 例子 . 

例 4.1.1 最 短路 线 问 题 

下 面 是 一 个 线路 网 , 连 线 上 的 数字 表示 两 点 之 间 的 距离 (或 费 


» 254* 


用 ), 试 寻找 一 条 由 4 到 G 距离 最 短 (或 则 用 最 省 ?的 路 线 ， 


例 4.1.2 生产 计划 问题 

工厂 生产 某 种 产品 ,每 单位 ( 干 件 ? 的 成 本 为 15 于 元 ), 每 次 开 
工 的 固定 成 本 为 3( 千 元 ), 工 厂 每 季度 的 最 大 生产 能 力 为 6( 干 
件 ). 经 调查 ,市 场 对 该 产品 的 需求 量 第 一 ,二 ,三 ,四 季度 分 别 为 
2;3s2,4《 千 件 ), 如 果 工 厂 在 第 一 、 二 季度 将 全 年 的 需求 都 生产 出 
来 ,自然 可 以 降低 成 本 ( 少 付 固定 成 本 费 ), 但 是 对 于 第 三 .四 季度 
才能 上 市 的 产品 需 付 存储 费 , 每 季 每 干 件 的 存储 费 为 0. 5( 千 元 )， 
还 规定 年 初 和 年 末 这 种 产品 均 无 库存 . 试制 订 一 个 生产 计划 , 即 安 
排 每 个 季度 的 产量 ,使 一 年 的 总 费用 (生产 成 本 和 存 钳 费 ? 最 少 . 


4.1.2 决策 过 程 的 分 类 


根据 过 程 的 时 间 变 基 是 离散 的 还 是 连续 的 ,分 为 离散 时 间 决 
策 过 程 (discrete-time decision process), 即 冤 阶 段 决 策 过 程 和 连 
续 时 间 决 策 过 程 {fecontinuous-time decision proeess)* 根据 过 程 的 
演变 是 确定 的 还 是 随机 的 ,分 为 确定 性 决策 过 程 (deterministic 
decision process 和 随机 性 决策 过 程 (stochastic decision 
process) ,其 中 应 用 最 广 的 是 确定 性 多 阶 段 决 策 过 程 , 4. 2 一 4.4 就 
是 这 类 过 程 . 
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4.2 基本 概念 .基本 方程 和 计算 方法 


4.2.1 动态 规划 的 基本 概念 


一 个 多 阶段 决策 过 程 最 优化 问题 的 动态 规划 模型 通常 包含 以 
下 要 素 . 

1 阶段 

阶段 (step ) 是 对 整个 过 程 的 自然 划分 , 通常 根据 时 间 顺 序 或 
空间 特征 来 划分 阶段 ,以 便 按 阶段 的 次 序 解 优化 问题 . 阶段 变量 一 
般 用 站 一 1, 2 和 9 表示 ,在 例 4.1.1 中 由 4 出 发 为 上 一 1, 由 有 吨 ( 
一 1;2)? 出 发 为 下 一 2, 依 此 下 去 从 书 人 一 1;2) 出 发 为 天 一 6, 共 2 一 6 
个 阶段 . 在 例 4. 1.2 中 按照 第 一 ,二 ,三 .四 季度 分 为 k= 二 1,2,3,4， 
共 4 个 阶段 . 

2 状态 

状态 (state) 表 示 每 个 阶段 开始 时 过 程 所 处 的 自然 状况 . 它 应 
能 描述 过 程 的 特征 并 且 具 有 无 后 效 性 , 即 当 某 阶段 的 状态 给 定时 ， 
这 个 阶段 以 后 过 程 的 演变 与 该 阶段 以 前 各 阶段 的 状态 无 关 . 通常 
还 要 求 状态 是 直接 或 间接 可 以 观测 的 . 

描述 状态 的 变量 称 状态 变量 (state variable). 变量 人 允许 取 值 
的 范 矢 称 允许 状态 集合 (set of admissible states), 用 x 表示 第 上 
阶段 的 状态 变量 , 它 可 以 是 一 个 数 或 一 个 向 基 . 用 X; 表示 第 点 阶 
用 的 允许 状态 集合 . 在 例 1.1 中 因 可 本 8 5 或 将 互 定义 为 i 
二 1;2); 则 x 二 1 或 2, 而 六 ;二 {1,2}. 

# 个 阶段 的 决策 过 程 有 # 十 1 个 状态 变量 ,x+,; 表示 x, 演变 的 
结果 ,在 例 4. 1. 1 中居 取 C, 或 定义 为 1, 即 *r* 一 1， 

碟 据 过 程 演变 的 具体 情况 ,状态 变量 可 以 是 离散 的 或 连续 的 . 
为 了 计算 的 方便 有 时 将 连续 变量 离散 化 ;为 了 分 析 的 方便 有 时 又 
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将 离散 变量 视 为 连续 的 . 

状态 变量 简称 为 状态 . 

3 决策 

当 一 个 阶段 的 状态 确定 后 ,可 以 作出 各 种 选择 从 而 演变 到 下 
一 阶段 的 某 个 状态 ,这 种 选择 手段 称 为 决策 (decision) ,在 最 优 控 
制 问 题 中 也 称 为 控制 (control7. 

描述 决策 的 变量 称 决 策 变量 (decision variable). 变量 允许 取 
值 的 范围 称 人 允许 决策 集合 (set of admissible decisions), 用 zu(Czb) 
表示 第 六 阶段 处 于 状态 x 时 的 决策 变量 , 它 是 二 的 函数 ,用 
Ulzs) 表 示 zx 的 允许 决策 集合 . 在 例 4. 1. 1 中 央 人 087 可 取 CCs 
或 Ci ,本 记 作 zx 人) 一 1,2, 3 而 LosC17> 一 11,2,3)， 

决策 变量 简称 决 策 ， 

4 策 赂 

决策 组 成 的 序列 称 为 策略 (policy). 由 初始 状态 本 开始 的 全 
过 程 的 策略 记 作 ps Cri), 妈 ps Cx) = {a Cr) Ha (ra) sty 
wlx,)}, 由 第 大 阶段 的 状态 xz, 开始 到 终止 状态 的 后 部 子 过 程 的 
策略 记 作 potz0); 即 疡 wz 一 TtzkJeyanfTn)j 天 一 2 于 一 
1. 类 似 地 ,由 第 上 到 第 5 阶段 的 于 过 程 的 策略 记 作 pij (tx) 一 
fuzzyeiziD 可 人 殿 选 择 的 策略 有 一 定 的 范围 , 称 为 允许 策 
略 集 合 (set of admissible policies) ,用 Per) ,Pufr ,Poulxri) 表 
示 ， 

5 状态 转移 方程 

在 确定 性 过 程 中 ,一 旦 某 阶 段 的 状态 和 决策 为 已 知 ,下 阶段 的 
状态 便 完 全 确定 . 用 状态 转移 方程 (equation of state transition) 表 
示 这 种 演变 规律 ,写作 

TH 一 MT) = 1 2 nn, {4.1) 

在 例 4, 1. 1 中 状态 转移 方程 为 Tit1 = CT, 

6 指标 函数 和 最 优 值 函数 
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指标 函数 (objective function) 是 衡量 过 程 优 劣 的 数量 指标 ， 
它 是 定义 在 全 过 程 和 所 有 后 部 子 过 程 上 的 数量 函数 ,用 Vi 《xi， 
aid 天 示 党 一 1 2 指标 贡 数 应 共有 可 分 离 性 ， 
即 Vi 可 表 为 zay*eriv 的 函数 , 记 为 

本 一 
《4. 2) 

并 且 函 数 A 对 于 变量 Ye+i, 基 严格 单调 的 . 

过 程 在 第 了 阶段 的 阶段 指标 取决 于 状态 x; 和 决策 ;用 
v(xzjisaj) 表 示 . 指标 函数 由 v(7= 二 1,2,…,n) 组 成 ,常见 的 形式 有 

阶段 指标 之 和 , 即 


Vries Tt1) 一 Do ss 《4. 3 
阶段 指标 之 积 , 即 一 
Vi Cretan Ti) 一 Tv ， (4, 4) 
阶段 指标 之 极 大 (或 极 小 ) 即 
V(r 1) 一 Max (min DJw 人 st;), {4, 5) 
这 些 形式 下 第 到 第 了 阶段 子 过 程 的 指标 函数 为 V(risa4***， 


TL): 
根据 状态 转移 方程 指标 函数 六 ,还 可 以 表示 为 状态 zt 和 策略 
Pe 的 函数 , 即 V(tpm). 在 zx 给 定时 指标 函数 Vi 对 pi 的 最 优 
值 称 为 最 优 值 函数 (optimal value function), 记 作 (x); 即 
六 Cr) 一 Pt Crer hina) s (C4. 6) 


其 中 opt 可 根据 具体 情况 取 max 或 min. 
7 最 优 策略 和 最 优 轨 线 
使 指标 芒 数 V。 达 到 最 优 值 的 策略 是 从 开始 的 后 部 子 过 程 
的 最 优 策略 , 记 作 ps 二 人 yw? .人 ;是 全 过 程 的 最 优 策略 , 简 
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称 最 优 策 略 (optimal policy), 从 初始 状态 zi(=z ) 出 发 ,过 程 按 
照 六 和 状态 转移 方程 演变 所 经 历 的 状态 序列 {z ,7 1} 
称 最 优 轨 线 (optimal trajectory )， 


4.2.2 基本 定理 和 基本 方程 


动态 规划 发 展 的 早期 阶段 ,从 简单 逻辑 出 发 给 出 了 所 谓 最 优 
性 原理 ,然后 在 最 优 策略 存在 的 前 提 下 导出 基本 方程 ,再 由 这 个 方 
程 求解 最 优 策略 . 后 来 在 动态 规划 的 应 用 过 程 中 发 现 ,最 优 人 性 原理 
不 是 对 任何 决策 过 程 普遍 成 立 , 它 与 基本 方程 不 是 无 条 件 等 价 , 二 
者 之 间 也 不 存在 任何 确定 的 蕴含 关系 . 基本 方程 在 动态 规划 中 起 
着 更 为 本 质 的 作用 . 

为 了 叙述 的 方便 ,在 下 面 的 定理 中 指标 函数 取 各 阶段 指标 之 
和 的 形式 , 即 (4. 3)， 

定理 4. 2.1 对 于 初始 状态 IE 到 | 策略 p= {ur se ss 
ur ERPofzri) 是 最 优 策略 的 充 要 条 件 是 对 于 任意 的 上 ,1< sw， 
有 

V(r pI) 一 ， Opt [Vs Crs pre_1) 


F111 


+ opt Vi CT pn) 


其 中 zx 是 由 x， :pI :-! 和 和 状态 转移 方程 Zit = Tr tj) (=1,2, 
下 一 1) 所 确定 的 第 阶段 的 状态 . 

定理 42.2 若 phEPw(z) 是 最 优 策 略 , 则 对 于 任意 的 ,1 
过 之 nn; 它 的 子 策略 由 对 于 由 zx 和 p14-: 确 定 的 以 zi 为 起 点 的 
第 上 到 ”后 部 子 过 程 而 言 ,也 是 最 优 策略 . 

这 就 是 最 优 性 原理 ,通常 赂 述 为 : 不 论 过 去 的 状态 和 决策 如 
何 , 对 于 前 面 的 决策 形成 的 当前 的 状态 而 言 , 余 下 的 各 个 决策 必定 
构成 最 优 策 略 . 

最 优 性 原理 给 出 的 是 最 优 策 略 的 必要 条 件 , 它 是 定理 4. 2.1 
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的 推论 . 

定理 4.2.3 {f(xa)}, {wx } 分 别 是 最 优 值 通 数 序 列 和 最 优 
决策 序列 的 充 要 条 件 是 满足 下 列 递 推 方程 ， 
frr) 一 ,Pt Ee ri) 十 CE 天 =nn 1 21. 


或 者 表 为 
Ce) ENC TD 
以 及 
ft CF) 一 人 n+i (9 为 已 知 函 数 ) 9 
Tht = THAR 和 全 大和 
这 就 是 动态 规划 的 基本 方程 ,为 解决 实际 问题 提供 了 有 效 的 
计算 方法 
定理 4.2.3 中 的 ftzr1) 一 9xs+1) 是 决策 过 程 的 终端 条 
件 . 当 zi 只 取 固 定 的 状态 时 称 固定 终端 ; 当 rs+: 可 在 终端 集合 
Xue+t 中 变动 时 称 自 由 终端 . 


42.3 后 向 算法 和 前 向 算法 


1 后 向 算法 

定理 4.2, 3 给 出 的 基本 方程 是 动态 规划 的 后 向 算法 (back- 
ward algorithm). 计算 步骤 是 ,利用 终端 条 件 从 上 =n 开始 由 后 向 
前 逆 推 基本 方程 , 求 得 各 阶段 的 最 优 决策 和 最 优 值 函 数 , 最 后 算出 
A (xz1) 时 就 得 到 了 最 优 决 策 序列 {ee (Ti) TE Xs :上 二 1 ;27 }. 
再 按照 状态 转移 方程 zz 一 Ti(z 如 (zi 从 关 一 1 开始 由 前 向 
后 确定 zx/ ,序列 { 一 1 2 yn) 为 最 优 轨 线 , {ux (zt ) 一 1， 
2,… sr} 为 最 优 策略 . 

2 前 向 掉 法 

当 决 策 过 程 可 道 时 也 可 以 用 动态 规划 的 前 向 算法 (forward 
algorithm) 求 解 . 设 阶 段 变量 上 和 状态 z; 的 定义 不 变 , 决 策 wm 应 
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使 得 状态 转移 能 由 xl 和 Hs 确定 zis 即 有 


ri 一 1 (4.7) 
允许 决策 集合 相应 地 改变 为 亲 :(xii1). 前 向 算法 的 甘 本 方程 汶 
所 Ci = 8RL ,Lo Cer) 十 ftxi) sk = 下 2， 
{4.8) 
始 端 条 件 是 
Fx) 一 px). {4.9) 


前 向 算法 的 计算 过 程 和 后 向 算法 正好 相反 ， 
3 后 向 算法 的 计算 框图 
以 自由 终端 .固定 始 端 、 指 标 函 熬 取 和 的 形式 (4. 3) 的 后 向 算 
法 为 例 给 出 计算 框图 ,其 它 情 况 容易 在 这 个 基础 上 修改 得 到 . 
如 果 状 态 二 和 决策 ws 是 连续 变量 ,用 数值 方法 求解 时 需 按 
照 精度 要 求 进行 离散 化 . 设 状态 x 的 允许 集合 为 
Xi = {rili = 1 1 
决策 antxw 2 的 允许 集合 为 
Us = {ul 1 = lo20 nm = 2 NR = 2 sn, 
状态 转移 方程 和 阶段 指标 应 对 x; 的 每 个 取 值 zs 和 ww 的 每 个 
取 值 a 纺 计 算 , 即 TT, 二 T(zw yw 纺 ) ,v4 一 v4(zwu 如 ), 最 优 什 函数 应 
对 zi 的 每 个 取 什 zi 计算 . 基本 方程 可 以 表 为 
FP (xa) 一 az ;十 frr TH Tn i )) + 
frlxn) =optfi rn), 
7 二 1 2 ns i 1 1 (4. 10) 
一 般 化 的 自由 终端 条 件 为 
frti Tot) 一 Hxar i = 1 21 (4. 11) 
其 中 9 为 已 知 . 固定 始 端 条 件 可 表示 为 .一 {x1) = {x7 ). 
按照 (4. 11),(4. 10) 后 向 计算 出 六 (xr ), 为 全 过 程 最 优 值 . 记 
状态 xs 的 最 优 决策 为 WA CI)s 由 Ey 利 和 站 (zs) 按照 状态 转移 方 
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程 计 算出 最 优 状 态 , 记 作 妇 , 并 得 到 对 应 的 最 优 决 策 , 记 作 
2 (Tx ). 于 是 最 优 策略 为 {#7 《2 ) 2 《2 ]， 办 sn {x )}. 
算法 程序 的 框图 如 下 . 


| 
! Ex 


zi 二 也 
站 一 本 
fz) oxi) 
十 .六 (TCD 全 
< 人 > Tit= TAT CY) 
fr Cra = opt FAP (rn) 起 
香 


存 户 (CepJyaCew 


sm 十 1 


是 3 一 下 十 1 


(2 


输出 x a Cr》 


< > 
是 
< 
否 
2 


图 4.2 
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图 的 左边 部 分 是 医 数 序列 的 递 推 计算 ,可 输出 全 过程 最 忧 值 
放 《zx? ) ,如 果 需 要 还 可 以 输出 后 部 子 过 程 最 优 值 函 数 序列 了 (Cx) 
和 最 优 决策 序列 wx (za). 计算 过 程 中 存 f(xw) 是 备 计 算 -之 
用 ,在 记 -i1 算 完 后 可 用 -将 替换 掉 ; 存 wi (zj) 是 备 右 边 部 分 
读 ww (zt ) 之 用 , 

图 的 右边 部 分 是 最 优 状 态 和 最 优 决 策 序列 的 前 向 计算 ,可 输 
出 最 优 策略 {0 (zz yt Cx? )} 和 最 优 轨 线 {ri zy， 


Te }. 
4.2.4 动态 规划 与 静态 规划 的 关系 


动态 规划 与 静态 规划 (线性 和 非 线 性 规划 等 ) 研 究 的 对 象 本 质 
上 都 是 在 若干 约束 条 件 下 的 函数 极 值 问题 . 两 种 规划 在 很 多 情况 
二 原则 上 可 以 相互 转换 . 

动态 规划 可 以 看 作 求 决策 uousr"" st 使 指标 函数 ,xz ， 
mo ytzy yts) 达 到 最 优 ( 最 大 或 最 小 ) 的 极 值 问题 ,状态 转移 方程 、 
端点 条 件 以 及 人 允许 状态 集 . 允 许 决 策 集 等 是 约 东 条 件 ,原则 上 可 以 
用 非 线性 规划 方法 求解 . 

一 些 静 态 规划 只 要 适当 引入 阶段 变量 ,状态 .决策 等 就 可 以 用 
动态 规划 方法 求解 . 下 面 用 例子 说 明 . 

例 4.2.4 用 动态 规划 解 下 列 非 线性 规划 


max Sg, 《zt 


、 
St. Dm = a 0. 
二 1 


其 中 名 Ga) 为 任意 的 已 知 阔 数 ， 
解 ” 按 变量 如 的 序号 划分 阶段 ,看 作 段 决策 过 程 . 设 状态 
为 Er ;T2001+ 取 问题 中 的 变量 Hl 9 本 9 se 为 快 策 . 状态 转移 方 


程 为 
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TI = X11 
取 gtsa) 为 阶段 指标 ,最 优 值 函数 的 基本 方程 为 (注意 到 ”一 0) 
fra) ax [gun) feneri) ]s 


OakR = nn ll]; 
f+1C0) =0. 

按照 后 向 算法 求 出 对 应 于 x 每 个 取舍 的 最 优 决策 wi Cx)， 
计算 至 Ca) 后 好 可 利用 状态 转移 方程 得 到 最 优 状 态 序 列 {zx } 各 
最 优 决策 序列 (ux Cxrr )}. 

与 静态 规划 相 比 ,动态 规划 的 优越 性 在 于 : 

(1) 能 够 得 到 全 局 最 优 解 .由 于 约束 条 件 确定 的 约束 集合 往 
往 很 复杂 ,即使 指标 函数 较 简 单 , 用 非 线性 规划 方法 也 很 难 求 出 全 
局 最 优 解 . 而 动态 规划 方法 把 全 过 程 化 为 一 系列 结构 相似 的 于 问 
期 ,每 个 子 问 题 的 变量 个 数 大 大 减少 ,约束 集合 也 简单 得 多 ,易于 
得 到 全 局 最 优 解 . 特别 是 对 于 约束 集合 ,状态 转移 和 指标 函数 不 能 
用 分 析 形 式 给 出 的 优化 问题 ,可 以 对 每 个 子 过 程 用 校 举 法 求解 ,而 
约束 条 件 越 多 ,决策 的 搜索 范围 越 小 ,求解 也 越 容易 . 对 于 这 类 问 
题 ,动态 规划 通常 是 求全 局 最 优 解 的 唯一 方法 . 

(2) 可 以 得 到 一 族 最 优 解 , 与 非 线性 规划 只 能 得 到 全 过 程 的 
一 个 最 优 解 不 同 ,动态 规划 得 到 的 是 全 过 程 及 所 有 后 部 子 过 程 的 
各 个 状态 的 一 族 最 优 解 . 有 些 实际 问题 需要 这 样 的 解 族 , 即 使 不 需 
要 ,它们 在 分 析 最 优 策略 和 最 优 值 对 于 状态 的 稳定 人 性 时 也 是 很 有 
用 的 . 当 最 优 策略 由 于 某 些 原因 不 能 实现 时 ,这 样 的 解 族 可 以 用 来 
寻找 次 优 策略 ， 

《3》 能够 利用 经 验 提高 求解 效率 . 如 果实 际 问题 本 身 就 是 动 
态 的 ,由 于 动态 规划 方法 反映 了 过 程 逐 自演 变 的 前 后 联系 和 动态 
特征 ,在 计算 中 可 以 利用 实际 知识 和 经 验 提高 求解 效率 . 如 在 策略 
过 代 法 中 ,实际 经 验 能 够 帮助 选择 较 好 的 初始 策略 ,提高 收敛 
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速度 . 

动态 规划 的 主要 缺点 是 : 

(1) 没有 统一 的 标准 模型 ,也 没有 构造 模型 的 通用 方法 ,其 至 
还 没有 判断 一 个 条 题 能 否 构造 动态 规划 模型 的 准则 , 这 样 就 只 能 
对 每 类 问题 进行 具体 分 析 , 构 造 具体 的 模型 . 对 于 较 复 杂 的 问题 在 
选择 状态 .决策 .确定 状态 转移 规律 等 方面 需要 丰富 的 想象 力 和 灵 
活 的 技巧 性 ,这 就 带 来 了 应 用 上 的 局 限 性 . 

《2) 用 数值 方法 求解 时 存在 维 数 灾 (curse of dimensionality). 
若 一 维 状态 变量 有 x 个 取 值 ,那么 对 于 维 问题 ,状态 x 就 有 
个 值 ,对 于 每 个 状态 值 都 要 计算 ,存储 孙 数 记 (z), 对 于 4 稍 大 ( 即 
使 n==3) 的 实际 问题 的 计算 往往 是 不 现实 的 . 目前 还 没有 克服 维 
数 灾 的 有 效 的 一 般 方 法 . 


4. 3 ”若干 典型 问题 的 动态 规划 模型 


建立 一 个 确定 性 多 阶段 决策 过 程 的 动态 规划 模型 包括 以 下 几 
个 步骤 : 

《1) 将 过 程 划分 成 恰当 的 阶段 . 

(2) 正确 选择 状态 变量 x ;使 它 虐 能 描述 过 程 的 状态 ,又 满足 
无 后 效 性 ,同时 确定 允许 状态 集合 Xs 

(3) 选择 决策 变量 羽 ,确定 允许 决策 集合 Fa(za). 

《4) 写 出 状态 转移 方程 . 

(5) 确定 阶段 指标 ww(Czrsya) 及 指标 函 才 Yu 的 形式 ( 界 段 指标 
之 和 ,阶段 指标 之 积 , 阶 段 指标 之 极 大 或 极 小 等 ). 

(6) 写 出 基本 方程 即 最 优 值 函数 满足 的 递 推 方程 ,以 及 端点 
条 件 . 


下 面 给 出 若干 类 典型 问题 的 动态 规划 模型 ， 
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43.1 最 短路 线 问 题 


对 于 出 4.1.1 一 类 最 短路 线 问 题 (shortest path problem) , 阶 
段 按 过 程 的 演变 划分 ,状态 由 各 甩 的 位 置 确定 ,决策 为 从 各 个 状态 
出 发 的 走向 9 即 有 区 = CT) 阶 眉 指标 为 相 邻 两 段 状态 间 的 距 
离 dC riCTR) ) E 指标 函数 为 阶段 指标 之 和 和 最 忧 值 函数 fs (Cx) 
是 由 zi 出 发 到 终点 的 最 短 上 距离 (或 最 小 费用 ) ,基本 方程 为 
(Cri) 一 minL di Crs)) 十 六 ICzerl) lk 一 ls; 


fr ) 一 0. 
利用 这 个 模型 可 以 算出 例 4. 1. 1 的 最 短路 线 为 
ABICD EFG, 
相应 的 最 乱 距 离 为 18. 


4.3.2 生产 计划 问题 


对 于 例 4. 1. 2 一 类 生产 计划 问题 (production planning prob- 
lem) ;阶段 按 计划 时 间 自 然 划 分 ,状态 定义 为 每 阶段 开始 时 的 赌 存 
量 zi ;决策 为 每 个 阶段 的 产量 #;, 记 每 个 阶段 的 需求 量 ( 已 知 量 ) 
为 4; 则 状态 转移 方程 为 

Tl 二 1 4,12) 

设 每 阶段 开工 的 圈定 成 本 费 为 a, 生产 单位 数量 产品 的 成 本 
费 为 5, 每 阶段 单位 数量 产品 的 储存 费 为 c, 阶 段 指 标 为 阶段 的 生 
产 成 本 和 储存 费 之 和 , 脚 

和 十 Eee > 0, 
PC = cr 十 | (4.13) 
0, Ht = 0, 
指标 函数 Yu 为 Ur 之 和 . 最 优 值 函数 六 (zt 为 从 第 此 段 的 状态 Tk 
出 发 到 过 程 终 结 的 最 小 费用 ,满足 
六 (ze 一 [we 2 十 广 和 CzeH ] sk = nl, 


(4. 14) 
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其 中 允许 决策 集合 Ui 由 每 阶段 的 最 大 生产 能 力 决定 , 着 设计 程 终 
结 时 允许 储存 量 为 x! ; 则 终端 条 件 是 
fr) = 0, (4. 15) 
C4. 12)~ 一 (4,15) 构 成 该 问题 的 动态 规划 模型 . 


4.3.3 货物 存储 问题 


考察 确定 性 需求 下 , 按 周 期 订货 ,订货 立即 到 达 , 使 总 费 雨 ( 订 
货 费 .储存 费 和 缺 货 损失 费 ) 达 到 最 小 的 万 阶段 决策 过 程 , 讨 论 这 
类 货物 存 情 问 题 finventory problem) 的 动态 规划 模型 . 

例 4.3.1 公司 每 周 初 订货 ,订货 固定 费 a, 单 位 数量 订货 费 
2 订货 即刻 进货 , 每 周 需 求 量 已 知 , 记 第 二 周 为 wi. 如 周末 存 情 量 
为 正 值 , 需 付 存 情 费 ,单位 数量 存储 费 ci; 如 周末 存储 量 为 负 值 ( 即 
需求 超过 存储 ) , 需 付 缺 货 损失 费 ,单位 数量 损失 费 c: ,上 且 下 周 需 补 
是 缺 货 量 . 仓库 最 大 存 情 量 为 m: ,允许 最 大 缺 货 量 mmx. 试制 订 一 
个 ” 周 揭 订货 计划 使 总 费用 最 小 . ” 周 结 束 后 的 库存 货物 可 以 恋 
卖 ,变卖 价值 为 已 知 基 . 

解 ”每 周 为 一 阶段 ,阶段 变量 £1,2,…,n, 周 初 存储 量 为 状 
态 翅 , 订 货 量 为 决策 ,在 需求 wi 下 状态 转移 方程 为 


Xitl = 玫 一 语 村， 4. 16) 
订货 费 为 
a burst > 0, 
Bi(Hi) = 《4. 17 
0 ue = 0, 
存储 或 损失 费力 
helre sits) Cmax 二 i 一 wi 0) 
十 Comax (ws — Te — wesO), ‘4, 18) 
阶段 指标 为 
DT ts) = EK) + hI (4. 19) 


指标 函数 是 别 段 指标 之 和 .注意 到 最 大 存储 量 mr 和 最 大 缺 货 量 
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Wd 的 限制 ;最 优 值 函数 Cz) 的 基本 方程 为 
fre) = min [oC ses) 十 fir rt) ]s 


0 攻 册 或 可 一 

一 mi 二 和 二 my 下 一 下 下 一 1 1. {d4. 20) 
终端 条 件 可 表 为 

fra) 一 HT) 
若 进 一 步 假 设 * 周 后 库存 货物 单位 数量 的 价值 为 6, 且 不 许 缺 货 ， 
则 有 
PTs) 一 一 Perry 0 EE Lor SE ii， (4,. 21) 
《4,16)~(4. 21) 即 为 本 问题 的 动态 规划 模型 ， 


4.3.4 设 洗 更 新 间 题 


一 台 设 备 或 一 辆 运输 车 随 着 使 用 期 限 的 增加 ,由 于 效率 降低 
收入 减少 ,而 维修 费用 却 在 增长 - 使 用 多 长 时 间 进 行 更 新 可 司 某 一 
时 间 内 的 总 收入 达到 最 大 (或 总 费用 达到 最 小 ,下面 两 个 例子 说 
明 这 类 设备 更 新 问题 (equipment replacing problem) 的 动态 规划 
模型 . 

例 4.3.2 一 各 设备 每 年 初 要 作出 “继续 使 用 ”还 是 “更 新 ”的 
决定 . 假设 当 设 备 年 龄 为 上 时 ,一 年 的 收入 为 (ft)， 一 年 的 维修 费 
为 dG), 更 新 的 净 费 用 为 qtr) ( 新 设备 揭 购 价 扣 除 虽 设备 的 回 
收 ). 已 知 *=1 年 初 有 一 台 年 龄 为 ;的 设备 ,试制 订 一 个 年 的 更 
新 计划 ,使 总 收入 最 大 . 设 第 年 末年 龄 为 :的 设备 的 回收 gxt) 为 
已 知 . 

解 ”状态 为 第 上 年 设备 的 年 龄 上 决策 wu 为 第 大 年 更 新 设 
备 , 记 作 RCreplace) ,或 继续 使 用 , 记 作 天 (keep). 于 是 状态 转移 为 

ll， i 一 R, 
Tl 1 十 Lm, 一 五。 


阶段 指标 为 一 年 的 收入 : 即 
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人 — d(0) — gl), m= R, 
Vt yi) = 
rete) — d(t), we = KK. 
指标 函数 为 阶段 指标 之 和 ,最 优 值 画 数 (4) 为 第 训 年 初 一 台 年 龄 
为 1 的 设备 到 过 程 终结 可 得 到 的 最 大 收入 ,满足 
rt0) — d(0) — 90) + fri(l)y wi =R 
rtft] — d+ fintti l,m = k 
0 二 nr =n 1 ,2,1, (4d4. 22) 
终端 条 件 是 


A = max| 


Fr) = gO), (4d. 23) 

由 (C4. 23)、(4. 22) 递 推算 至 六 (3) 即 为 全 过 程 最 大 收入 ,并 得 到 最 
优 策略 ， 

如 果 收 入 , 维 收 费 等 除 与 设备 年 龄 :+ 有 关外 ,还 与 时 间 有 关 ， 
并 且 要 考虑 折扣 因子 a(0 志 所 1) ,表示 一 年 以 后 收入 的 实际 价值 
仅 相 当 于 现年 的 < 倍 , 那 么 (4, 22) 应 妖 改 为 
TD) — dt0) 一 GE 十 wy re 一 中 
me 人》 一 起 人) 十 wii 人 十 1)，m 一 天 

例 4.3.3 在 例 4.3.2 的 基础 上 增加 一 个 可 以 采取 的 决策 
一 一 修复 , 即 一 次 全 面 整 修 , 能 使 旧 设 备 的 收入 增加 ,维修 费 降 低 ， 
收复 费用 又 低 于 更 新 的 费用 . 这 样 原 来 定义 的 收入 和 费用 除 与 设 
备 年 龄 上 有 关外 ,还 取决 于 它 在 “上 几 岁 "时 修复 过 ,于 是 已 知 条 件 
是 ; 年 龄 + 且 在 s 岁 修 复 过 的 设备 年 收入 为 ~(t;5); 年 维修 费 为 
as 更新 费 是 cats).a 年 未 的 回收 为 失 ts). 以 上 ; 指 最 后 一 
次 修复 时 的 年 龄 . 又 年 龄 + 时 的 收复 费 为 (4). 试 重新 构造 使 总 收 
入 最 大 的 动态 规划 模型 . 

解 状态 二 应 定义 为 二 维 变量 (# ,5),# 是 第 上 年 设备 的 年 龄 ， 
;是 它 最 后 一 次 嫉 复 时 的 年 龄 (过), 增加 的 决策 “修复 ? 记 作 
O(overhaul). 最 优 值 函数 f(z,s) 满 足 的 基本 方程 为 (不 妨 设 二 1 
时 是 一 台新 设备 ) 


六 (人 = max 
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3 一 
rf0, 0 — dO0,0) — g(t,8) 十 .107， w=R 


max|rttysy — dCs) + fontt + 1,s), wi 二 二 |， 
rT) 一 如 人 一 真人) 十 六 在 十 1 w= 0 
On 1 C4. 24) 
Frnttss) 一 KE) (d. 25) 


由 (4, 25),(4. 24) 递 推 计算 守 万 (0,0) 即 为 全 过 程 最 大 收入 ,并 得 
到 最 优 策略 . 


4.3.5 资源 分 配 问 题 


一 种 或 几 种 资源 (包括 资金 ) 分 配给 若干 用 户 ,或 投资 于 儿 家 
企业 ,以 获得 最 大 的 效益 . 资源 分 配 问 题 (resource allocating 
problem) 可 以 是 多 阶段 决策 过 程 ,也 可 以 是 静态 规划 问题 ,都 能 构 
造 动 态 规划 模型 求解 , 下 面 分 别 举例 说 明 、 

例 4.3.4 机 器 可 以 在 高 、. 低 两 种 负荷 下 生产 ,ua 台 机 器 在 高 
负荷 下 的 年 产量 是 g(w), 在 低 负 苟 下 的 年 产量 是 hlax), 高 , 低 负 
荷 下 机 器 的 年 损耗 率 分 别 是 a 和 如 C0< < 过 1). 现 有 mw 台 机 
器 ,要 安排 一 个 年 的 负 区 分配 计 划 , 即 每 年 初 类 定 多 少 台 机 器 投 
入 高 . 低 负 荷 运行 ,使 * 年 的 总 产量 最 大 , 如 果 进 一 步 假 设 g(x) = 
aiptt) 一 pea>p>0), 即 高 、 低 负荷 下 每 台 机 器 的 年 产量 分 别 
为 和 有 ,结果 将 有 什么 特点 ， 

解 ” 年 度 为 阶段 变量 上 k= 二 1,2,… sn. 状态 z 为 第 年 初 完好 
的 机 器 数 ,决策 ww 为 第 上 年 投入 高 负荷 运行 的 台数 . 当 zt 或 ww 不 
是 整数 时 ,将 小 数 部 分 理解 为 一 年 中 正常 工作 时 间或 投入 高 负荷 
运行 时 间 的 比例 ， 

机 器 在 高 , 低 负 菩 下 的 年 完好 率 分 别 记 为 a 和 5, 则 a=1 一 
asb 二 1 一 媚 , 有 a 所 b. 因为 第 上 年 投入 低 负 荷 运 行 的 机 器 台数 为 
一 wt; 所 以 状态 转移 方程 是 
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Kit = ON 十 站 一 到。 《4. 26) 
阶段 指数 vw 是 第 上 年 的 产量 ,有 
valTes ts) = EH) 十 页 (Zr 一 wi). (4. 27) 
指标 函数 基 阶 段 指 标 之 和 ,最 优 值 函 数 (xi) 满 足 
fx) 一 max [vrou) + firilreri)): 
Ooh 
0 看 和 1 {4. 28) 
及 自由 终端 条 件 
0 (4. 29) 
当 vw 中 的 g;h 用 较 简 单 的 函数 表达 式 给 出 时 ,对 于 每 个 上 可 
以 用 解析 方法 求解 极 值 问 题 . 特别 ,者 g(x) 一 an, Atw) 二 Px， 
C4, 28) 中 的 [wrCxrioa) 十 fr41(zetr1)] 将 是 ui 的 线性 酒 数 ,最 大 值 
点 必 在 区 间 0 所 志 志 zi 的 左 端点 起 一 0 或 右 端点 必 一 到 取得 , 即 
每 年 初 将 完好 的 机 器 全 部 投入 低 负 荷 或 高 负荷 运行 . 
例 4.3.5 总 量 为 m; 的 资源 4 各 总 量 为 ms 的 资源 8 同时 
分 配给 4 个 用 户 .已 知 第 上 用 户 利用 数量 ww 的 4 和 数量 六 的 二 
可 以 产生 的 效益 为 giCws54). 问 如 何 分 配 这 些 资源 可 使 总 效 普 最 
大 , 试 建立 这 个 静态 规划 问题 的 动态 规划 模型 ， 
解 这 个 典型 的 静态 规划 问题 为 
max Dg Csv)s 《4. 30) 


rb 二 一 上 


中 
8,t, Du = ms He 0, 


yu 一 xy mk 之 
当 gi 比较 复杂 或 n 较 大 时 ,用 非 线 性 规划 求解 是 困难 的 . 特别 ,车 
gi 用 表格 或 图 形 给 出 而 没有 解析 表达 式 时 则 无 法 求解. 


将 (4. 30)、(4. 31) 化 为 动态 规划 问题 , 每 分 配给 一 个 用 户 作 为 
。271 。 


《4. 31) 


一 个 阶段 , 记 作 4 一 1,2，…m, 分 配给 第 上 用 户 的 资源 数量 是 二 维 
决策 变量 (ae 而 把 向 第 下 用户 分 配 时 ,分 配 者 手中 掌握 的 资 
狐 总 量 作为 二 维 状 态 变量 (zt,) ,状态 转移 方程 为 
| AT = Tr We (4. 32) 
Mt 二 PU 
阶段 指标 为 g(aw,w) ,指标 函数 是 gi 之 和 ,最 优 值 函数 f(r, yi) 
是 将 资源 总 量 zx, yi 分 给 第 上 至 第 =” 用户 能 获得 的 最 大 效益 , 满 
足 
fire Ys) 一 ax LENera) 十 2 tr) 
DE 
0 (4. 33) 
终端 条 件 为 
六 0.0) = 0. (4. 34) 
《4.32) 一 (4 34) 组 成 的 动态 规划 模型 与 非 线 性 规划 (4. 30)、 
(4. 31) 等 优 ， 


4.3.6 系统 可 车 性 问题 


一 个 系统 由 若干 部 件 串 接 组 成 ,只 要 有 一 个 部 件 出 现 故 信 , 整 
个 系统 就 栗 能 正常 工作 . 为 提高 系统 的 可 蔡 性 ,每 个 部 件 都 装 有 备 
用 件 , 一 旦 原 部 件 出 现 故障 ,备用 件 就 自动 进入 系统 .显然 ,备用 件 
趣 多 系统 可 靠 性 越 大 ,但 费用 也 越 高 , 所 谓 系 统 可 靠 性 问题 (sys- 
tem reliability problem); 即 在 一 定 的 总 费用 下 如 何 配 置 各 部 件 的 
备件 使 系统 可 洁 性 最 大 ,也 是 用 动态 规划 求解 的 一 类 典型 问题 . 

例 4.3.6 由 = 个 部 件 囊 接 而 成 的 系统 , 当 部 件 二 配置 ww 个 
备用 件 时 ,这 个 部 件 正常 工作 的 概率 为 户 (w) ,而 每 个 备用 件 的 费 
用 是 试 在 总 费用 不 超过 c 的 条 件 下 决定 各 个 部 件 备 时 件 的 数 
量 , 使 得 系统 正常 工作 的 概率 最 大 . 

解 ”因为 系统 正常 工作 的 概率 是 各 部 件 正 常 工作 概率 的 乘 
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积 , 所 以 问题 归结 为 


max Ted); 《4. 35) 
有 Ei 


St。 > ou cus 是 正 整 数 或 零 . 

直接 求解 这 个 非 线 性 整数 规划 比较 困难 ,可 以 转化 为 动态 规划 癌 
题 . 

按照 对 a 个 部 件 配 置 备 用 件 的 次 序 划 分 阶段 二 1,2,:…*,n. 
部 件 上 配置 备用 件 的 数量 为 决策 ww, 根据 容许 费用 的 和 眼 制 ,为 部 件 
上 配置 备件 时 所 容许 的 费用 为 状态 x ,于 是 状态 转移 方程 为 

Th] = Tk 一 CHEA- (4. 36) 

阶段 指标 vw 是 部 件 直 正常 工作 的 概率 p(w) ;而 指标 函数 六 应 
是 阶段 指标 的 乘积 形式 , 即 


Vn 一 TI pe). 
ji 


最 优 值 函数 (xs) 定 多 为 状态 zt 下 由 部 件 到 "组 成 的 子 
系统 的 最 大 正常 工作 概率 ,满足 
Cr = ， max ,LPaCus) frr (Tr), 


C(x) 一 (ulo wu < 尝 , 且 为 整数 * 


0 和 C= 1. 《4.37) 
终端 条 件 为 
fdr) = 1. Cd. 38) 
这 是 因为 在 (4. 37) 中 天 一 上 时 应 有 
ft) 一 Max ,ton)， 
利用 (4. 36)7 一 (4. 38) 计 算出 六 (cy, 即 为 系统 最 大 正常 工作 
概率 ,同时 可 得 最 优 策略 1agf wu) 
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4.3.7 任务 均衡 问题 


-一 批 纤 务 由 若干 设备 或 机 构 完 成 ,每 一 个 设备 或 机 构 完 成 一 
项 任务 的 时 间 是 不 同 的 ,如 何 向 各 个 设备 均衡 地 分 配 任务 ,使 这 批 
任务 能 尽快 地 完成 . 下 面 举例 说 明 这 类 任务 均衡 问题 (job balan- 
cing problem) 的 动态 规划 模型 ， 

例 4.3.7 人 台 不 同 的 车 床 同时 加 工 "个 相同 的 零件 ,将 车 
床 由 1 到 = 编号 ,已 知 在 车 床上 上 如 工 一 个 零件 的 时 间 为 i (二 
1,2,…,n). 如 何 给 ” 台 车 床 分 配 零件 加 工 , 使 完工 时 间 最 短 . 

解 设 向 车 床 & 分 配 wi 个 零件 , 则 车 床 & 加 工时 间 为 wri. 因 
为 整个 任务 的 完工 时 间 由 加 工时 间 最 长 的 那 台 机 床 决定 ,所 以 完 
工时 间 为 max wut, 于 是 这 个 问题 的 静态 模型 是 


min { max 有 四 
1 


st, Du 一 mwi 为 非 负 整数 . (4. 39) 


构造 动态 规划 模型 时 以 按 顺 序 向 各 人 台 车 床 分 配 任务 划分 阶段 
下 一 ] ，2 7 决策 地 即 为 车 床 坟 分 配 的 零件 数 ， 而 状态 x 定 头 
为 向 车 床上 分 配 任务 时 分 配 者 手中 尚 存 的 零件 数 , 于 是 状态 转移 
规律 为 

1 = Th 一 (4d. 40) 
阶段 指标 显然 是 EC sd) = hath 指标 消 数 则 为 
Vi TH) = Ma v(t st), 

最 优 值 函数 (xe) 满足 


f(z) = min maxCGutey 六 Ce]， 
hE CTY 
U(r) = wl = Ody sm), 
Tl 1 ‘和 .41) 


终端 条 件 为 
2274。 


CO) 一 QO. 《4. 42) 
利用 (4. 40) 一 (4,. 42) 递 推 计算 全 /tm) ,得 到 最 短 完工 上 时间. 
再 求 出 最 优 策 略 {ur 9 }. 


4.3.8 排序 问题 


在 几 台 机 器 上 加 工 一 批 互 不 相同 的 符 件 ;已 知 每 个 零件 在 每 
台 机 器 上 加 工时 间 ,要 安排 一 个 加 工 次 序 使 加 工 完全 部 零件 所 需 
总 时 间 最 短 . 当 机 器 数目 较 太 时 这 是 一 个 非常 复杂 的 组 合 优化 问 
题 ,下 面 只 给 出 2 台 机 器 情况 下 排序 问题 (sequencing problem) 的 
动态 规划 模型 

例 4.3.8 7 个 堆 件 要 在 机 器 A,B 上 加 工 , 每 个 零件 都 必须 
先 经 过 4, 后 经 过 B 两 道 工 序 , 零件 i 在 A,B 加 工 所 需 工 时 分 别 
记 作 a5 Gi 二 1,2,…* 14). 试 安排 各 零件 的 加 工 次 序 使 加 工 完 个 
零 性 所 需 总 时 间 最 短 ， 

解 ”首先 ,个 零件 在 4 上 的 加 工 次 序 应 该 与 在 8 上 的 加 工 
次 序 相 同 , 因 为 否则 ,必然 有 零件 在 4 加 工 完毕 后 ,要 等 待 其 他 零 
件 在 8 上 如 工 完 才 能 站 上 加 工 ; 使 BB 的 等 待 加 工时 间 变 长 . 这 
样 ,n 个 零件 在 4,8 上 只 有 一 个 加 工 次 序 . 并且, 零件 在 4 上 如 工 
没有 等 待 时 间 , 为 使 总 时 间 最 短 应 尽量 减少 零件 在 8 上 的 等 待 时 
闻 . 

以 在 4 上 更 找 零件 的 时 刻 划分 阶段 上 =1,2,…,n, 在 每 一 阶 
段 用 3 表示 在 A 上 等 待 加 工 的 零件 集合 . 设 + 是 5 之 前 在 A 上 
加 工 的 最 后 一 个 零件 ,用 : 表示 从 x 在 4 上 加 工 完 到 x 在 8 上 加 
工 完 所 需 的 时 间 , 在 每 个 阶段 用 (5 ,为 表 示 过 程 所 处 的 状态 ,其 
中 集合 $5 中 零件 的 个 数 151 二 xn 一 上 十 1 

记 了 (5,2) 为 从 状态 CS, 四 出 发 将 S 中 零件 按 最 优 次 订 全 部 加 
工 完 所 需 的 时 间 ;A(S :2 站 为 从 (5 ;让 出 发 先 加 工 ? 再 将 3 中 其 你 
零件 按 最 优 次 序 全 部 加 工 完 所 需 时 间 ;f(5 294 门 为 从 (5; 四 出 发 
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相继 加 工 i,; 后 再 将 3 中 其 余 零 件 按 最 优 次 序 全 部 加 工 完 所 需 时 
间 , 则 它们 满 是 


FS 一 十 Sa 的) 
1 = max(t — a+0) 十 五- (4. 43) 
td =at a;t FONG NN DD zstt)), a. 44) 
z(t) = max(tz(t) 一 ain0) 十 可， 
由 此 可 以 导出 , 当 
Sit) SE lt) Cd. 45) 
时 必 有 
FO ) S fs fj), (4. 46) 


故人 4, 45) 是 对 于 任意 的 (3 ,1) 零 件 i 应 排 在 零件 ;前面 加 工 的 条 
件 . 
利用 zi 在 (4 44), 4. 43) 中 的 定义 ,条 件 (4.45) 可 以 表示 
为 
inkei 让) < minta,; ,b), 《和 47) 
这 就 是 零件 i 应 排 在 零件 7 前 面 的 条 件 . 由 此 给 出 如 下 的 最 优 排 
序 规则 ; 
《1》 写 出 零件 的 加 工时 间 和 矩阵 
Re - das a, 
bl be bb 
(2) 找 出 R 中 的 最 小 数 ( 如 果 最 小 数 不 赴 一 个 ,可 任 选 其 一 ). 
车 最 小 数 为 mw, 则 零件 i 排 在 加 工 次 序 的 第 一 位 ;车 最 小 数 为 5 
则 零件 j 排 在 末 一 位 ， 
C3) 在 RR 中 去 掉 a; 或 引 所 在 的 列 , 重 复 (2), 但 注意 应 接着 排 
在 第 一 位 之 后 或 来 一 位 之 前 . 如 此 直至 将 所 有 和 零件 排 完 . 


4.3.9 推销 商 癌 题 


推销 商 问 题 (traveling salesman problem) 是 组合 优 化 中 的 一 
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个 著名 向 题 , 可 以 用 动态 规划 方法 求解 . 
例 4.3.9 有 := 个 城市 ,用 1,2,……2 表示 , 城 i,j 之 间 的 距离 
为 Qs. 一 个 推销 商 从 城 1 出 发 到 其 它 每 个 城市 去 一 次 且 只 去 一 
次 ,最 后 回 和 到 城 1. 怎样 选择 行走 路 线 司 总 路 程 最 短 ， 
解 ”推销 商 要 经 过 = 一 1 个 城市 ,阶段 变量 记 作 大 一 1,2,…， 
nn 一 1. 设 在 第 上 & 段 推销 商 到 达 城 i 并且 途中 经 过 的 城市 集合 为 5， 
状态 zx 为 (5 ,说 , 问 策 号 为 他 前 往 的 下 一 城市 j, 阶 段 指标 为 4， 
最 优 值 函数 .As ,为 由 臧 1 出 发 经 过 上 个 城市 的 集合 S 到 达 城 ; 
的 最 短 距离 ,满足 
5, 门 = min[d, 十 六 CS 7) 
SCN= {12,307 11 二 1sn} 1,15S| 一 去 
i= 23 于 (4. 48) 
式 中 13| 表 示 8 中 城市 的 数量 . (4. 48) 是 动态 规划 前 向 算法 的 递 
推 方程 . 始 端 条 件 为 
fl = di = 2.9 ,Nn, (4. 49) 
利用 (4. 49), (4. 48) 计 算出 上 CVD N 一 人 23 即 
为 全 程 的 最 短 距 离 , 同 时 可 以 得 到 最 优 策略 , 即 最 优 行走 路 线 . 


4. 3. 10 ”线性 系统 的 二 次 指标 函数 问题 


线性 系统 中 求 控制 函数 使 某 个 二 次 指标 达到 最 太 ( 小 ), 是 最 
优 控制 问题 的 最 基本 的 形式 , 对 于 离散 线性 系统 ,这 是 一 个 多 阶段 
决策 过 程 , 用 动态 规划 方法 求解 十 分 方便 .二 次 指标 函数 癌 题 
(quadratic objective function problem) 的 标准 形式 为 ， 


min [2 { XO 十 2x1 Ss 十 ul Rm} 十 xs 
| fi 


{4. S50) 
St Tt] = 十 BB Xi 人 人 
让 二 1 ,2.*++ ;Hn. (4. 51) 
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其 中 心 为 问 维 状态 变量 ,为 > 维 控制 变量 ,4x ,及 为 相应 维 数 的 
矩阵 ,及 为 正定 阵 ,O 为 半 正 定 阵 . 对 ww 没有 限制 ， 
以 x 为 动态 规划 模型 的 状态 ,ms 为 决策 , (4. 51) 为 状态 转移 
方程 ,阶段 指标 为 
Di CRsHt) = WO + 2 Si + ul Ru (4. 52) 
最 优 值 尔 数 Cz) 满足 
fxr) =min[v Cx 0 ) 十 frrxert) jk = ny 2,1, 


ft) x Oi (4.53) 
将 (4.51) ;04.52) 代 入 (4. 53) 可 知 , 这 是 一 个 的 二 次 函数 
极 值 癌 题 ,可 以 用 下 述 定理 给 出 最 优 解 的 解析 表达 式 ， 
定理 4.3. 10 对 于 线性 系统 的 二 次 指标 限 数 的 最 优 控 制 问 
题 (4. 50),(4, 51) ,最 扰 解 为 
Uf CE2) = Lxisk = ,2 ns 
L: = (Ri: + BIP BD) (SS, + ALP 1.B)"; 
P= 0 + APiiAs — (Si + AIP BL,, 


Pr 一 履 ， 中 一 ] .公开 《4. 542 
并 且 (4.53) 的 最 优 信函 数 为 
Fx} = xiPxink = 112,°" ,A ‘4. 55) 


在 最 优 控 制 阔 数 序 列 {w? ,… ,a } 下 ;由 x 出 发 的 全 过 程 最 优 指 
标 是 xTPx ,最 优 轨 线 { yx) 由 CX) 各 (4.51) 确 定 , 

以 上 假定 Wr Cx URE) Xf EE 六. 

定理 4.3. 10 表明 ,最 优 控 制 本 (xzs)? 是 状态 x 的 线 福 负 反馈 . 


4. 4 不 定期 和 无 限期 决策 过 程 


在 和 2 和 4.3 中 多 阶段 决策 过 程 的 阶段 数 # 固定 , 蚌 定 期 决 
策 过 程 . 当 x 不 图 定 时 称 为 不 定期 决策 过 程 (decision process of 
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unfixed step number), 当 n 趋向 无 究 时 称 为 无 限期 决策 过 程 (de- 
cision process of infinite step number). 用 动态 规划 方法 求解 不 定 
期 和 无 限期 决策 过 程 的 优化 问题 时 ,用 到 的 基本 概念 和 原理 与 定 
期 过 程 是 相同 的 ,只 是 基本 方程 的 形式 有 所 不 同 ,因而 方程 的 解法 
也 不 同 .下面 先 通过 两 个 例子 说 明 这 两 种 过 程 的 背景 及 其 动态 规 
划 模 型 ， 

例 4.4.1 段 数 不 定 的 最 短路 线 问 题 

个 点 相互 达 接 组 成 一 个 线路 
网 ( 右 图 中 ==5), 各 点 标号 为 1,2， 
…sx, 任 两 点 i,j 之 间 的 距离 (或 费 
用 )? 记 作 dj( 当 i,j 不 直接 相连 时 令 
di 二 00), 求 任意 一 点 i(==1,2,**'， 
n 一 1]) 到 点 的 最 短路 线 , 

解 ”可 以 不 考虑 回路 ,因为 含 
有 回路 的 路 线 一 定 不 是 最 短 的 . 

问题 中 路 线 的 段 数 事先 不 固 国 3 
定 , 而 是 随 着 最 优 策 略 确定 的 . 这 里 的 状态 ,决策 ,状态 转移 ,指标 
函数 等 都 与 4. 3. 1 最 短路 线 问 题 相 同 ,但 是 它们 都 不 再 依 束 于 阶 
段 变量 名 ,状态 记 作 工 =i,7 二 1,2,…,2 ,决策 记 作 0). 策略 是 对 
于 性 意 状态 工 的 决策 画 数 , 记 作 az). 阶段 指标 是 任意 两 状态 
间 前 距离 4, 指标 函数 VGwlx)) 是 由 状态 i 出 发 ,在 策略 w(x) 
下 到 达 状 态 = 的 路 线 的 距离 , 它 是 阶段 指标 之 和 ,并 满足 可 分 离 性 
要 求 ,有 


Vir))} = d+ V Oata)). 
最 优 值 函 数 (i) 为 由 i 出 发 到 达 n 的 最 短 距离 , 即 
fi 一 min VO ur)) = Vivu’ (7)), 
式 中 ww" (x) 是 最 优 策略 ,类 似 于 定理 4. 2. 3. /C2) 满 足 林 本 方程 
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ff) 一 min Ld + 关门] 一 112 一 1 (4.56) 
这 是 一 个 关于 A( 站 的 清 数 方程 ,对 固定 的 i 使 (4.56) 右 端 [di 十 
了 (让 达到 极 小 的 7 即 为 最 优 决策 w* (2), 对 所 有 的 i 求解 (4. 56) 
得 到 最 优 策略 "(zx)， 

例 4.4.2 无 限期 的 负荷 分 配 问 题 

在 例 4.3. 和 4 机 器 商 、. 低 负荷 分 配 问 题 中 ,考察 无 限期 即 n 一 * 
的 情况 ,建立 相应 的 动态 规划 模型 . 

解 首先 ,从 状态 转移 方程 + 一 ax 十 5 一 如 和 允许 决策 
集合 0 委 呈 委 习 可知 ,从 初始 状态 zi 二 mt 开始 时 拥有 的 机 器 台 
数 ) 出 发 经 年 后 ;不论 这 年 的 负荷 分 配方 案 如 何 ,状态 rra(n 
年 后 完好 的 机 器 台数 ) 都 满足 

atl 2 A" (0 a1), 
所 以 负荷 分 配 可 以 无 限期 地 进行 下 去 . 

其 次 , 当 阶 段 指标 为 WeCzryab 一 am 十 有 ts 一 二 ?时 ,从 初始 状 
态 z 二 m 转移 至 第 年 ,不 论 其 分 配方 案 如 何 ,第 年 的 阶段 指标 
vw 都 满足 

VET or EE mbt 


于 是 年 的 指标 函数 
Vi pi) Sam yp- (O01) 


旦 单调 增 有 界 的 ,limV 存在 ， 可 以 将 此 极 恨 值 定义 为 无 限期 决策 
过 程 的 指标 函数 , 相应 地 ,最 优 值 通 数 六 (x4) 也 定义 为 定期 过 程 最 
优 值 函 数 当 ”co 时 的 极限 值 , 它 满足 与 定期 决策 过 程 相 同 的 基 
本 方程 . 
对 于 无 限期 过 程 ,不 能 用 基本 方程 的 递 推 形式 进行 计算 ,但 是 
因为 允许 决策 集合 
Ux) = {la = 01 Teds 
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状态 转移 方程 
Ratt = Tmt) 一 人 br 一 了 
阶段 指标 
UVTI) = om + PTs 一 了) 
均 与 阶段 变量 上 无 关 ,并 且 可 将 mr 记 作 zz 后 总 一 (人 10<7 委 和 }， 
故 基 本 方程 可 以 去 掉 所 有 的 下 标 丰 ,写作 
fr) 一 max [vr,u) 十 FTOr ,HH))), (4. 57) 
其 中 
vOTIH) = at Pr — w), 
TxAM) = an + bx — H), 
Ur) = (uO TIT} (4, 58) 
《4.57), 4.58) 是 rz) 的 函数 方程 ,对 于 <EX 求 出 最 优 解 
u* (Zz) ,就 是 每 个 阶段 在 状态 上 下 的 最 优 负荷 分 配方 案 . 
函数 方程 可 以 用 迭代 法 求解 ,通常 有 以 下 两 种 迭代 法 . 


4.4.1 冰 数 选 代 法 和 策略 选 代 法 


以 届 4.4.1 的 聊 数 方程 44. 567 为 例 说 明 这 两 种 迭代 方法 . 函 
数 选 代 法 (function iterative method) 的 具体 步骤 是 ， 
(1) 选 初始 函数 五 ( 站 为 由 i 一步 到 ”的 最 短 距 离 , 即 
A = 人 机 (4. 59) 

， 0, 了 一 天 

(2) 按照 近代 会 式 
min La; 十 fe_107)j, f= 1]2r 上， 

fi = | 


lj 
0, 一 再。 
《4. 60) 
求 疡 ( 门 尖 一 2 3 
C3) 当 计 算 至 
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fn} = (DD, = 2, A 
时 停止 . 疡 (一 Ai) 满足 原来 的 函数 方程 (4. 56),& 不 会 超过 一 
1, 由 此 求 得 最 优 决 策 2 C2). 

这 种 迭代 法 的 基本 息 想 是 , 先 求 1 段 内 由 :到 有 的 最 短路 线 ， 
再 求 2,3,… 段 内 由 :到 ”的 最 短路 线 - 因为 共 = 个 点 ,所 以 全 局 的 
最 短路 线 必 在 * 一 1 段 内 产生 ,否则 将 出 现 回路 . 可 以 表述 为 如 下 
定理 ， 

定理 4. 4.3 由 苯 数 选 代 法 确定 的 函数 序列 4 } 单 调 非 增 
地 收敛 于 772,7) 满 足 基本 方程 1( 丫 == min [do 十 7 站 县 先 
代步 数 下 未 超过 2 一 1 

策略 选 代 法 (policy iterative method) 的 步 又 是 : 

(1) 选 一 条 没有 回路 的 初始 策略 10) ,i 二 1;2,… sn 一 1 ,表示 
由 出 发 到 达 的 下 一 点 jj 二 ww (7). 

(2) 令 站 一 1 解 代数 方程 组 

di FT fw f=1,2n C1, 
iQ) -1 
全 z 一 nn, 
(4. 61) 
求 出 让 (2). 

(3) 由 六 人 计算 策略 

sr》 = CF| min [ds 十 FN) 了 一 1 2 一 1. 

(4. 62) 

(4) 车 

pi = i121 
出 选 代 停 止 , 最 优 策 略 如 (0) 二 (00; 否则 以 站 十 1 代替 上 有 重复 
(2), (3), 

这 种 方法 的 基本 思想 是 对 于 初始 的 及 每 步 得 到 的 策略 求解 函 

数 方程 ,然后 按照 优化 的 方向 改进 策略 ,直至 收 仇 , 这 时 晤 数 序列 
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{ ci) 也 收敛 于 (4,. 56) 的 Ai) ,有 了 以 下 定理 . 

定理 4.4.4 若 初 始 策略 xsiti) 没 有 回路 , 则 由 策略 迁 代 法 确 
定 的 {w0)} 也 没有 回路 , 且 {fi (i)}) 单 调 非 增 地 收 化 于 FF 
满足 基本 方程 (i) = min [dv 十 大 7]. 

在 策略 迭代 法 的 每 次 迁 代 中 有 求 值 (xz) 和 改进 策 路 u(x) 
两 部 分 . 求 值 时 要 解 一 个 未 知 数 个 数 等 于 状态 取 值 数目 的 代数 方 
程 组 , 当 状 态 取 值 数目 较 大 时 计算 量 很 大 ,所 以 就 每 次 选 伐 而 言 策 
略 和 迭代 法 比 函 数 选 代 法 复杂 . 但 是 它 所 需 的 选 代 次 数 往往 比较 少 ， 
特别 是 对 有 一 定 知 识 和 经 验 的 实际 问题 ,可 以 选取 一 个 较 好 的 初 
始 策略 , 收 襄 会 很 快 . 相 比 之 下 ,用 知识 和 经 验 选 择 初 始 函 数 则 比 
较 困 难 . 


4. 4. 2 不 定期 平稳 决策 过 程 和 平稳 策略 


例 4.4.1 和 4,4.2 的 共同 特点 是 在 多 阶段 决策 过 程 中 允许 决 
征集 全 ,状态 转 称 规律 ,阶段 指 标 等 与 阶段 变量 4 无关, 从 而 基本 
方程 成 为 隆 数 方程 , 称 这 样 的 过 程 是 平稳 的 . 

定义 4.4.5 满足 以 下 条 件 的 多 阶段 决策 过 程 称 为 平稳 过 程 
(stationary process ), 相应 的 策略 称 为 平稳 策 辕 (stationary 
policy): 

(1) 允许 决策 集合 U(x) 与 * 无 闫 ,于 是 可 记 作 员 (x),xEEX 
为 状态 变量 ; 

《2) 状态 转移 Ti 与 无关, 于 是 可 写作 

To 二 T(x,u), (4. 63) 
zwa 为 当前 院 段 的 状态 和 决策 ,x' 为 下 一 阶段 的 状态 ; 

C3) 阶段 指标 mm 与 无关, 可 记 作 vlx,w). 

不 定期 平稳 过 程 的 阶段 变量 六 视 为 任意 的 正 整 数 . 所 谓 不 定 
期 通常 是 给 定 状态 的 某 一 集合 X,, 称 终止 集合 , 当 过 程 闪 =1 的 
某 状态 zx 出 发 按 (4. 63) 转 移 时 ,一 旦 对 于 菜 个 =n 使 得 第 » 段 
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的 状态 x, 着.; 过 程 即 告终 结 . 而 优化 问题 是 求 最 优 决 策 序列 ,使 
指标 函数 Yi, 达到 最 小 (大 ). 与 最 优 策略 相对 应 的 = 称 最 优 历 程 . 
如 果 决 策 序 列 p= f(z yuo (zn)} 中 i 与 二 无 关 , 称 为 
平稳 的 ,可 用 一 个 育 数 n(x} 表示 ,平稳 过 程 的 最 优 策略 一 定 是 平 
稳 策略 , 记 作 p=w' Cx》. 
不 定期 平稳 过 程 的 最 优 值 函数 fz) 定义 为 
fx) 一 opt (zy 加， (4. 64) 


ER 


与 定期 决策 过 程 的 定理 4. 2. 1~4. 2.3 相 对 应 ,不 定期 平稳 过 
程 也 有 最 优 策略 pi 的 一 组 充 要 条 件 , 下 面 只 给 出 最 优 值 函 数 
A(x) 的 基本 方程 . 

定理 4.4.6 由 (4.64) 定 义 的 A(z) 满 足 函 数 方程 

Fir) 一 Opt [v(xm) + FTOrra)) zr EX. 
过 程 终止 条 件 为 
fOr) = Mz) 之 公 夺 《9 是 已 知 范 数 ). 

当 最 优 解 (4. 64) 存 在 且 定 理 4. 4.6 函数 方程 的 解 /A(z) 唯 一 
时 , 它 就 是 最 优 值 务 数 ,相应 的 wx" (xz) 就 是 最 优 策略 . 可 以 用 画 数 
夫 代 法 或 策略 选 代 法 解 这 个 函数 方程 . 

函数 迭代 法 的 步骤 是 ， 

(1) 选 初始 函数 Cx) (一 般 取 (x)==0). 

(2) 用 迭代 公式 

fx) 一 .opt [v(x,u) 十 fT rT EX, 

及 f(r)==gz) ,XEX, 计算 训 (rT) 二 1 ,2 

《3) 当 

fin{tr) = f(r xr EX, 

或 


DD < 之 s, TE (se 是 事先 给 定 的 数 ) 
TY 
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时 近代 停止 . 最 优 值 函数 (zx) =f(x) ,最 优 策略 "CT) 一 Cr). 
策略 迭代 法 的 步骤 是 : 
(1) 选 初始 策略 za 人 (z), 念 上 = 1. 
(2) 用 xftr) 求 解 f(z)， 
fxr) 一 oratz)) + Tr rT) ,x EE XN. 
六 (rr 一人) 人 
《3 用 (7) 求 改进 策略 Ht41 (TY, 
Writz) = Cul .opt [era + fT rx, a)) 
(4) 当 
Hike) = w(x) TE 
或 
frst) — fx) 
hx) 
时 迭代 停止 ,最 优 值 负数 Fr 一方 Cz) ,最 优 策 略 (x) 二 Cx); 
否则 以 上 十 1 代替 不 重 复 (2) ,3). 
函数 近代 法 和 策略 兴 代 法 中 ,序列 {fCr)} 和 {w(x)) 的 收敛 
性 在 相当 广泛 的 条 御 下 是 可 以 保证 的 ;一般 说 来 它 与 Utx) ,Ttx， 
tt) ,vr,w) Xu。 等 的 具体 形式 有 关 ， 


4.4.3 无 限期 平稳 过 程 


一 个 段 决 策 过 程 要 在 ace 时 有 意义 , 即 可 以 定义 无 限期 
过 程 ,必须 满足 条 件 ， 

《1) 对 于 初始 状态 xz) 当 人 允许 决策 集合 Crikzn 天 必 时 ,存在 决 
策 序 列 {uw CX1), te (zs), "+ }, 使 对 于 任意 上 允许 决策 集合 
ECzi) 关 放 , 昌 状态 转移 方程 zt 一 TiCztyetD 有 定义 . 

(2) 指标 函数 Vw 对 于 任意 的 x 有 定义 , 且 limV 4 存在 , 记 作 


EEX 


V. 
优化 问题 可 定义 为 求 最 优 策 略 p "使 
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Versp') = opt Vrsp), 
过 是 初始 状态 , 忆 是 允许 策略 集合 . 

从 应 用 前 度 只 有 无 限期 平稳 过 程 才 是 有 意义 的 . 若 指标 函数 

是 阶段 指标 之 和 , 则 
Virplr)) = 区》 TF VT OT IH pT OT HN)), 

其 中 p(x) 是 平稳 策略 , 即 p(x) 一 w(x). 

引入 无 限期 平稳 过 程 的 最 优 盾 函数 

fr) 一 opt Vr, p(xr)), (4.65) 

f(x) 的 基本 方程 由 下 述 定 理 给 出 . 

定理 4.4.7 (4.65) 定 义 的 (x) 满足 函数 方程 

f(z) 一 ,oPt [oz 十 Frzayy]z GE 并， 

当 最 优 解 (4. 65) 存 在 且 该 冰 数 方程 有 唯一 解 f(x) 时 , 它 就 是 
最 优 值 函 数 , 相 应 的 zz 为 最 优 策略 . 

无 限期 平稳 过 程 的 基本 方程 与 不 定期 平稳 过 程 在 形式 上 是 一 
样 的 ,所 以 可 以 用 玫 数 迭代 法 或 策略 达 代 法 按照 类 似 于 例 4. 4.2 
中 步 又 求解 . 

无 归 期 平稳 过 程 可 以 用 段 数 充分 大 的 定期 过 程 甫 近 , 酉 数 
达 代 法 中 tx) 可 选择 为 n 眉 的 定期 过 程 的 最 优 值 函 数 . 反之 , 段 
数 = 很 大 的 定期 过 程 也 可 以 视 作 无 限期 平稳 过 程 , 用 求解 函数 方 
程 代替 计算 递 推 方程 . 


4.5 随机 性 多 阶段 决策 过 程 


在 确定 性 决策 过 程 中 对 于 给 定 的 初始 状态 和 决策 序列 ,按照 
状态 转移 方程 得 到 的 状态 序列 梅 成 一 条 确定 的 轨 线 ,在 这 条 轴线 
上 定义 的 指标 函数 是 确定 的 数值 . 随机 性 决策 过 程 与 葡 定 性 决策 
这 程 的 区 别 在 于 ; 第 一 ,过 程 演变 时 随机 因素 的 存在 使 得 状态 转 
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移 是 以 转移 概率 形式 确定 药 ,即使 给 定 初始 状态 和 初始 决策 ,下 一 
阶段 的 状态 也 不 能 确定 ,不 能 构成 确定 的 轨 线 ,最 优 策 格 应 从 每 个 
阶 癸 所 有 状态 的 决策 函数 集合 中 寻求 . 第 二 ,确定 性 过 程 中 的 指标 
函数 已 没有 意义 ,随机 性 过 程 的 指标 函数 应 取 它 对 于 转移 概率 分 
布 的 期 望 值 . 


4.5, 1 基本 方程 


随 宙 性 决策 过 程 中 最 基本 也 是 应 用 最 广 的 是 所 谓 独 立 干扰 过 

程 (indepedently distrubed process), 即 状态 转移 方程 为 
Tat = THT i st), {4. 66) 

其 中 EXist(zi) EUi(Cxi) ,二 1,2; 呈 ,nm, 定义 同 确定 性 过 程 ， 
wtW, 为 第 上 发 的 了 兄 机 干扰 ， 由 概率 分 布 Pi (re | rsvas) 表 示 其 
统计 规律 ,WW 是 随机 干扰 集合 . 特别 地 ,假定 随机 变量 ws 对 于 不 
同 的 上 相互 独立 . 

对 于 独立 干扰 过 程 ， 由 概率 分 布 CT | zz 和 方程 (4. 66) 
可 以 确定 状态 转移 概率 , 记 作 P(r ze) 表示 由 因 出 发 在 
决策 ww 下 转移 到 zi ,的 条 件 概 率 . 

原来 的 阶段 指标 vw 与 wi 有关, 记 作 Crsotavrwi); 仍 设 指 标 
函数 为 阶段 指标 之 和 的 形式 , 则 随机 性 过 程 的 指标 通 数 定 习 为 


Va rs prs) A Erne,) [ Dv 人 ,wi) ]， {4.67) 
R=1 


式 中 E 形 示 数学 期 望 "内 iv 一 {tl (x Ys sn Tn) } ,这 里 asfr 是 第 
点 段 所 有 可 能 状态 zx 的 决策 函数 . 
类 似 地 定义 后 部 子 过 程 的 指标 函数 VCxi, pm). 最 优 值 函数 


为 
fr) = opt Velxis Pe). 《4. 68) 
天 PhatI4) 


与 确定 性 过 程 ( 定 理 4. 2.3) 对 应 ,随机 福 过 程 有 以 下 定理 . 
定理 4. 5.1 { 放 (xw)) 是 最 优 值 函 数 序 列 和 {wi (zw) 是 最 优 
+ 287。 


决策 序列 的 充 要 条 件 是 它们 满足 
fcrey 一 opt LE, Coe ri ste) 十 Cr 


二 R12 1 
一 1) 《9 为 已 得 耳 数 )， 
其 中 zs 由 转移 方程 (4. 66) 给 出 ， 
由 于 状态 转 称 的 无 后 效 性 独立 干扰 过 程 是 一 类 Markor 决策 
过 程 (Markov decision process). 当 随 机 变量 ww 不 具有 相互 独立 
性 时 ,可 以 用 扩充 状态 变量 的 方法 化 为 独立 干 找 过程， 


4.5.2 几 个 典型 问题 


例 4.5.2 随机 存储 问题 

重新 考察 例 4. 3.1. 第 天 周 需 求 量 rw 为 随机 变量 ,概率 分 布 
Pilwon) 已 知 , 目 wr 人 ==1,2,… ,rn) 相 互 独立 ,其 他 条 件 不 变 . 建立 
随机 性 动态 规划 模型 , 求 最 优 策略 使 n 周 的 总 期 望 费 用 最 小 ,并 在 
Pi(zwe) 与 上 无 关 ( 嗓 同 分 布 ) 的 情况 下 讨论 最 优 解 的 形式 . 

解 ” 状 态 x 为 周 初 存储 量 , 决 策 由 为 订货 量 , 在 需求 ws 下 
状态 转移 方程 为 


rl 一 区 4 十 tr Ts 《本 。 69) 
DR 可 表示 为 
Um te) 一 《十 让 BED》 cimax tz TT ti — ws 0) 
二 csmaxtros 一 Ti — Hts0), (4.70) 
其 中 
dt y 1 » We 天 0， 
a DD, i 二 站 。 


按照 定理 4.5. 1 最 优 值 函数 fi (xa) 满足 
CD 一 下 oetevts sz04)》 十 Es firilzrr) 
Um) = 1 【4.7 了 711 
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六) 一人 (4. 72) 

mi 是 最 大 允许 存 鳍 量 , ?表示 剩余 库存 的 价 伍 ， 

《4.71)，(4.72) 即 这 个 问题 的 动态 规划 模型 , 当 ro 的 慨 诸 分 
布 Pilwi) 给 定 后 ,可 以 递 推 地 求 出 最 优 值 消 数 序 列 Lhcxr)} 和 最 
优 决 策 序列 {wr 《ze 

下 面 设 Pi(rws) 同 分 布 , 且 为 简单 起 见 设 p(x,:,)=0. 由 国定 
订货 费 a 等 于 零 和 不 等 于 零 分 两 种 情况 : 

(1) a 二 0, 由 (4. 70) 一 C4.72) 可 得 

Fr) 一 Min Loy + LOw) + Ef 一 Tt — br 


Ley) =cEomax(y 一 To, 0) 十 ca max tw TT yi0) 4 
Yi = Tt 二 ti 


所 Hz = 0. (4, 73) 
可 以 证 明 最 优 策略 为 
Sh. Tis Tk < 
Hf (XE) = _ (td, 74) 
0, 区 地 3 过 SR » 
其 中 Si 是 函数 
Gy) = by LO Efiity — w) (dd. 75) 
的 极 小 值 点 ， 


《4. 74? 表 明 ,最 优 策略 由 序列 134 给 出 , 当 第 二 周 初 的 存储 量 
zx 小 于 5; 时, 则 订货 ,并 使 存储 量 达 到 Si 否则 就 不 订货 ,这 里 假 
定 Si 

《2) 2 天 0. 可 以 证 明 在 (4.75) 定 义 的 Gily) 为 尺 - 凸 浮 数 (一 
4) 的 条 件 下 最 优 策略 为 


S, 一 Ts Tk < Si 
zt) 一 4. 
We CX) 和 zs (4. 76) 
其 中 5, 定义 同上 ,而 5 是 使 
Gy) 二 a 十 GS (4,77) 
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上 成立 的 y 药 最 小 值 . 
函数 王 (z) 称 为 天 -目的 ( 开 >>0) ,如 果 对 于 任意 的 正 数 a, 站 有 
天 十 G(z 十 四 一 Goz) -- [G(x) 一 Cr 一 有 之 0. 


{4. 78) 
《4- 77) 表 明 ,最 优 策略 由 两 个 序列 {s} 和 和 134 给 出 , 当 zi 之 54 
时 则 订货 ,并 使 存储 量 达 到 5S,; 将 则 不 订货 , 这 种 策略 称 为 (3 ,5) 
型 策略 . 
例 4.5.3 随机 损坏 下 的 设备 更 新 间 题 
重新 考察 例 4. 3. 2. 考虑 一 个 设备 损坏 .必须 更 新 的 随机 因 
素 ,确定 性 决策 过 程 就 变 成 随机 性 的 . 设 一 台 年 初 年 龄 为 上 的 设备 
在 年 末 损 坏 的 概率 为 (的 ,如 果 损 坏 , 更 新 的 净 费 用 为 go)( 新 设 
备 的 购 价 扣除 坏 设备 的 回收 ), 其 它 条 件 不 变 . 建立 动态 规划 模型 ， 
求 最 优 策 略 使 = 年 的 总 期 望 收入 最 大 ， 
解 ”参照 例 4.3.2 中 的 基本 方程 人 (4.22), 注 意 到 阶段 指标 世 
与 随机 因 束 无 关 , 邯 下 zx 一 zi 而 Ew Jiri {xi+1) 可 以 根据 概率 
ptt) 计算 ,最 类 值 函数 (2) 的 基本 方程 为 
fre) 
rt0) 一 如 (0) 一 gf 十 六 (0)[L 一 人 (1 + ft0)] 
+ [1 pO DD), = RR 
Wr) 一 ap 十 pT gl + D+ frit0)] 
二 [1 一 pOOlfint+D,w=K 
下 一 于 一 11， (4, 79) 
为 了 写 出 终端 条 件 , 设 第 年 末年 龄 为 1 的 好 设备 的 回收 为 
gt) ; 坏 设备 的 回收 为 0), 则 
六 (9 


一 ma 


rt) ~ d(0) 一 8 十 (0) 的 (1) + 1 — p07) jC1) 
Tat pO D+ [pot |) 
(4. 80) 
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按照 (4- 80),(4- 79)? 递 推 至 广 (s) 可 以 求 出 最 优 策略 ， 
例 4.5.4 水 电站 水 库 调 度 问题 
水 电站 水 库 调 度 是 指 根 据 观 测 资料 和 一 定 的 规律 决定 通过 滨 
电机 的 水 流 流量 ,使 发 电量 尽 可 能 大 . 发 电量 与 流量 和 水 位 约 导 积 
成 正比 ,水 位 取 雇 于 水 库 蔷 水 量 , 蔷 水 量 又 取决 于 和 人 库 径流 ,径流 
与 雨量 有 关 , 可 以 看 作 以 年 为 周期 的 随机 过 程 . 若 将 一 年 划分 为 若 
干 阶段 (如 每 旬 或 每 月 为 一 阶段 ), 各 阶段 径流 的 概率 分 布 林 以 由 
统计 资料 得 到 ,那么 水 库 调 度 通 常 是 根据 每 阶段 初 的 水 位 (可 以 换 
算 成 库容 量 》 和 径流 的 概率 分 布 ,决定 本 阶段 的 流量 ,使 电站 在 尽 
可 能 高 的 水 位 上 运行 ,达到 年 发 电量 的 期 望 值 最 大 的 目的 , 试 建立 
动态 规划 模型 寻求 最 优 调度 方案 
解 ”假定 入 库 径 流 基 有 最 简单 的 性 质 :各 阶段 径流 相互 独立 ， 
第 去 距 径流 w; 的 概率 分 布 为 PCroty .此 二 1,2,… ,nt( 一 年 分 成 用 
个 阶段 ). 实际 上 ,只 要 适当 地 划分 时 段 ,大 体 上 可 以 满足 这 种 独立 
性 ， 
取 第 上 段 水 库 车 水 量 为 状态 xx, 泄 放 的 发 电流 量 为 决策 ui， 
则 状态 转移 方程 为 
HL = Te to CO— is (4, 81) 
第 上 段 的 发 电量 与 该 段 平均 水 位 和 流量 zu 的 乘积 成 正比 ,平均 水 
位 取决 于 mu 和 mx 由 (4.81) 给 出 ,所 以 第 下 自发 电量 可 以 记 
作 vrivairtww), 
最 优 值 函数 请 (za 定义 为 类 第 志 段 状态 xz 出 发 到 年 末 的 最 
大 期 望 发 电量 ,满足 方程 
Cr =, max Ew Lv Te arte) 十 所 CCzari)] 
一 ,max 2 Pw Lo sm) 二 finiCxiri)], 
并 一 nl, (4. 82) 
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(2 出 丹 栖 情 品 确定， 

水 电站 是 多 年 运行 ,最 优 调度 要 使 多 年 平均 的 年 期 望 发 电量 
最 大 . 因为 径流 是 以 年 为 周期 的 随机 过 程 , 故 对 于 不 同 的 年 而 言 ， 
决策 过 程 是 平稳 的 ,可 以 用 匡 数 选 代 法 求解 , 按 下 式 计 算 ， 

CT) = max 2 Pw ) Lolz ss) + fri) ], 

外 二 R211: f= ,2 
Sx) = 0, (4.83) 


EC) 一 JP 一 DZ 


-一 min gCTI)Y, 
31 


如 记 


gD = MAX ga" (xi), 
I 
1 


可 以 证 明 随 着 :的 增加 ,go 和 g 引 和 将 分 别 单调 增 各 单调 碱 地 收 全 
于 最 大 的 多 年 平均 年 期 望 发 电量 . 

例 4.5.5 独立 干扰 线性 系统 的 二 次 指标 函数 向 题 

在 定理 4. 3. 10 确定 性 线性 系统 二 次 指标 函数 问题 中 考虑 独 
人 字 干 扰 因 素 ,状态 转移 方程 为 

Kit = Axs 十 Bu 十 ws (4. 84) 

ws 为 相互 独立 的 随机 变量 ,给 定 概率 分 布 且 具有 零 均值 和 有 限 方 
差 . 其 它 条 件 不 变 , 求 于 列 二 次 指标 函数 的 极 小 值 问题 . 


Tnin ES>) (CxO 十 OxT Ss 十 有 及) 十 2T 人 Ye- 
i 


C4, 85) 
最 优 值 函数 fi(x) 满 足 
Fir) = tnin E, [vs Cx ste) 十 A A = 4 21. 
fr CFnt1) 一 A A (4. 86) 
其 中 
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Ts) = KO + 2 二 
可 以 证 明 , 最 优 控 制 函数 为 
ue Cx) 一 一 了 et， 
Ls = (RR BIP LB) MS, 十 47P B.)", 
P, = 0 AlP,yA, — (8; + ATP,,B)L,, 
Pr = 0， 二 二 1 2 天， (4. 87) 
最 优 值 函 数 为 


fr) = wlPxe 十 DECOWIP, Ww,), (4. 88) 
j 王 下 


比较 (4. 87) 与 (4. 54) 可 知 其 形式 全 然 相 同 . 由 此 得 到 重要 结 
论 : 随机 性 过 程 的 结果 与 确定 性 过 程 相 同 ,只 要 在 随机 性 过 程 中 
以 Ew 代替 w, 就 可 以 化 为 确定 性 过 程 .这 个 结论 称 确定 性 等 价 原 
理 . 


4.6 确定 性 连续 决策 过 程 


村 间 连 续 的 决策 过 程 优 化 问题 通常 称 为 最 优 控制 . 问题 的 典 
型 提 法 是 
min gc su) ,Dd + hxCTY Ts 


St 天 一 fr HD ,ts 


CO) = YORtt) E RN) EU. (4. 89) 
其 中 x 0} 是 nn 维 状 态 函 数 ,wt) 是 7 维 策略 困 数 ,上 是 相应 维 数 的 
向 量 函 数 ,g 和 上 疡 是 标量 函数 ， 


用 动态 规划 方法 求解 (4, 89) ,定义 最 优 值 函数 .7CxG) ,1) 为 由 
时 刻 z 的 状态 x 人 2 出 发 至 终点 工 的 目标 函数 的 最 优 值 , 即 


(人 = min| g(r) ur) ,rde 十 大 (CT 了) 


(4. 90) 
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和 将 连续 过 程 离散 化 ,利用 动态 规划 基本 方程 ,并 对 最 优 值 函数 作 
‘Taylor 展开 , 青 令 时 间 品 巾 趋 于 黎 , 可 以 得 到 .xz ,tf) 满 足 的 方 
程 , 有 以 下 定理 . 

定理 4.6.1 设 (4.89) 的 5 了 连续 证 微 ,最 优 值 函 数 了 二 次 
可 微 , 则 J(xt2) ,5 满足 Hamiiton-Jacobi-Belitnan 方程 (简称 HJB 
方程 》 

一 学 = min| g(r ul) + EA TOR 


(4. 91) 
边界 笨 件 是 
TT) TY = hx(T)T), (4. 92) 
方程 的 解 st 为 最 优 控制 函数 . 
若 记 
Hr ntt) ,AC ,LY 
= gE AD FAT FRO JE， (4.93) 
A = Cr),), (4. 94) 
HJB 方程 可 记 作 
一 2 一 minH CC) mt), AD) ,nD), (4. 95) 


如 称 Hamilton 函数 . 
线性 系统 二 次 指标 函数 的 最 优 控制 问题 (4, 89) 中 的 gf, 
分 别 为 
BRO HAE SA) 人) 人 (ECE) + 2xT (NS Cae) 
+ ul RO ud), 
KE EA =ACOXGE) 十 BG), 
hxCTY ,TY =x (TYLx(T). 
: (4. 96) 
其 中 RG4) 为 正定 阵 ,2(2), 工 为 半 正 定 阵 , 
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定理 4.6.2 线 福 系统 二 次 指标 函数 最 优 控 制 问题 (4. 89)， 
C4. 96) 的 最 优 解 为 
WU" CR) = RS) POYBG) Tr), C4. 97) 
PO) =— 00 — APGO) — POAG) 
十 [SG 十 POOBOITR- OSG 十 PC 有 CD]， 
《4. 98) 
P(T}=L, 
最 优 值 请 数 为 
TAHA = FNPIOOrO). 
(4. 98) 是 Riecati 微分 方程 . 对 于 定常 系统 (4,8 为 常数 阵 )， 
并 且 指 标 函 数 中 心 ,8, 叱 也 为 常 阵 时 (终端 条 件 应 去 掉 ). 上 述 Ric- 
cati 微分 方程 化 为 Riccati 代数 方程 ,其 解 己 也 是 常数 阵 . (4, 97) 
表明 ,最 忧 控制 函数 是 状态 的 线性 负 扎 馈 ， 


4.7 计算 方法 的 改进 


用 动态 规划 模型 可 以 求 出 全 局 最 优 解 ,是 以 在 每 个 阶段 对 每 
个 状态 和 每 个 决策 再 核 举 法 进行 计算 和 比较 作为 代价 的 . 于 是 当 
状态 变 基 的 维 数 变 大 时 存在 着 维 数 灾 这 一 严重 的 缺点 ,目前 尚 设 
有 克服 这 个 国难 的 一 般 方法 , 下 面 给 出 几 种 改进 算法 可 供 选 用 ， 


4.7.1 最 优 值 函数 近似 法 


用 一 维 状态 变量 情形 说 明 这 种 算法 的 基本 思想 . 
对 二 每 个 阶段 ,车 状态 + 有 mm 个 取 值 , 则 在 基本 方程 递 推 过 
程 中 要 计算 并 储存 最 优 值 函数 六 (zz) 的 m4 个 数值 dd 一 般 较 大 . 如 
果 画 数 六 比较 光 谓 ,可 以 用 一 个 低 阶 多 项 式 近 似 , 那 么 只 要 根据 
(x) 的 车 干 个 数值 (个 数 比 mr 小 得 名) ,确定 出 多 项 式 的 系数 并 
圭 存 下 来 ,就 可 以 为 下 一 阶段 ( 避 一 1) 计 算 最 优 值 隐 数 -,(z) 提 
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殿 所 要 求 的 有 (x+) 的 数值 . 

可 以 采用 以 下 几 种 近似 方法 ， 

(1) 正 交 老 项 式 近似 

1) 一 维 倩 形 

[一 1,1] 区 间 上 的 Legendre 多 项 式 ( 下 称 荆 多 项 式 ) {9 (x)} 
满足 递 推 关系 


_ 2 二 1 i ， 
g(r) 一 er TEIR IT le, 9 
WT) 一 PT) 一 十 
及 正 交 性 质 


2 
| RIIG(TYT = [5 i 一 六 
| 0, i 
任何 连续 平方 可 积 函 数 Foz)? 可 以 表 为 


fx) = Saplz), 
j= 从 
p i 
a 一 1 fey)dz. 


有 限 和 yag(z) 是 f(z) 在 [一 1,1J 上 次 多 项 式 的 最 小 平方 近 
似 ,而 a; 可 以 利用 工 多 项 式 的 性 质 以 求 和 代替 积分 近似 地 计算 
“EE PN pp 
_ 2 /0) 
i + ge) 
其 中 轧 是 4(z) 一 0 的 第 j 个 根 ,i 事先 选 定 . 
在 最 优 值 函 教 的 递 扒 计 算 中 , 先 用 变量 代 换 将 状态 x 的 变化 
范围 转化 到 [一 1,1] 上 , 设 AiCz) 用 工 多 项 式 的 > 次 近似 表示 为 
296。 


六 


HZ) = Yart rg), (4. 99) 
其 中 optv 已 经 确定 , 则 f(z) 的 1 多项式: 次 近似 
fry 一 Sargea) (4, 100) 
中 的 系数 a” 可 以 由 


_ 1 
a 一 生字 Daf gp) ? 
了 二 上 


(po) = opt [vlan) 十 Da vgT pm)) |(4. 101) 
人 4 一 六 


递 推 地 算出 . 在 选 定 x ,i 以 后 ,ps 为 程 RCp5) 都 可 以 事先 算 好 作为 
已 知 数据 输入 .， 

2) n 维 情形 

7 元 函数 f(z，… 7.) 的 上 多 项 式 的 + 次 近似 为 


fr Tra) = Da Ioan x), 
其 中 gows(x) 是 4 个 变 元 的 所 有 L 多 项 式 的 乘积 ,只 要 其 积 的 


次 数 不 超 过 +, 即 对 于 每 个 i，31pG,s) 二 .与 一 维 情形 类 似 ,a 
可 以 近似 地 计算 和 

4 一 < 人- SH A 2 op) 
点 是 < 和/ 个 根 ,是 由 pj; 和 9 确定 的 固定 


数值 ,a 是 由 i 确定 的 规格 化 常数 ， 
利用 这 种 近似 完全 可 以 将 最 优 值 获 数 中 系数 a 的 递 推 公 式 
(4.99) 一 (4, 101) 推 广 到 二 维 情形 ， 
(2) 多 项 式 回 归 
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如 果 选 定 用 次 窗 项 式 近 似 最 优 值 函数 产 (z), 取 状态 二 的 户 
个 值 计算 最 优 值 通 数 Ar 一 1.2， ,pp 总 然后 用 最 小 二 


乘法 使 3 EA) 一 (tao 十 zi 十 十 a27) 上 达到 最 小 ,确定 


出 系数 aol ear， 则 多 项 式 2 十 GT 十 十 Gr 可 以 和 作 为 最 优 值 
消 数 产 (z)? 的 近似 表达 式 供 递 椎 计算 之 用 ,而 只 需 储存 * 十 1 个 系 
数 . 

《3) 分 段 近似 

根据 经 验 或 相 略 计算 判断 ,最 优 值 函 数 不 光 滑 . 甚 至 不 连续 
时 ,可 以 按照 具体 情况 将 x 的 变化 范围 分 为 若干 个 区 间 , 在 每 个 
区 间 . 上 用 较 低 阶 的 多 项 式 近 伏 . 具体 方法 可 以 参考 吕 ), (2), 或 者 
用 样 灯 函数 (spline funcetion )? 拟 合 . 

(2),(3} 都 能 推广 到 多 维 的 情形 . 


4.7.7 Lagrange 莱 子 法 


这 种 方法 用 于 将 高 维 问题 降低 维 数 ,下面 以 例 4. 3.5 给 出 的 
两 种 资源 分 配 问题 为 例 , 说 明 用 Lagrange 乘 子 将 二 维 问题 化 为 一 
维 问题 求解 的 方法 . 

这 个 问题 的 静态 模型 ( 例 4. 3. 5) 在 引入 有 条子 后 ,可 以 写作 


max [Dgsusw) 一 yu | 
LM = 上 二】 


， (4. 102) 
号 。 t. Dm = M1, 
构造 动态 规划 模型 时 将 4 视 为 参数 ,定义 阶段 指标 
名 (mira 一 TaxLgeCas SU 一 hz] C4, 1037 
于 是 状态 x; 和 决策 ww 均 降 为 一 维 变量 ,状态 转移 方程 为 
Tp — (C4. 104) 
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最 优 值 通 数 六 Cos) 满足 
4 一 max Ele :A 十 fr rr) ,SR 一 ve] 


了 (0 4) = 0. (4. 105) 

具体 计算 步骤 是 

《1) 任 给 4 尝 0. 

(2) 解 一 维 动态 规划 (4. 103) 一 (4,. 104) ,计算 至 万 (my ， 设 
得 到 7 个 最 优 策略 , 记 作 {aYCO0D a5 CD ya (CA)) 一 1 2 
r. 与 ub?() 相 应 的 由 C4. 103) 确 定 的 w 的 最 优 解 记 作 {wf (4)， 
vA 0 DT ,2 

(3) 车 存在 i 使 

PN = mz, (4. 106) 


二 于 上 


则 {a 个 } 和 {fw} 为 原 问题 的 最 优 解 . 否则 计算 


FA) = min > op (CA), 


4=1 


GU) = max Sv® OD. 


| 


(4) 若 所 (ms 则 增加 4 转 (2) ;车 GOV 过 ms 则 减少 4, 转 
(2). 

(5) 若 下 (和 之 zm 之 G0); 则 将 原 问题 的 如 与 wv 对 换 (ai 与 
mz 也 对 换 ), 重 新 回 到 (1). 车 仍然 有 下 (和 之 mw 之 G60D), 则 la- 
grange 冬 子 法 失效 . 

上 述 步 又 的 正确 性 由 以 下 定理 保证 ， 

定理 4.7.1 车 {wx( 和 0) ,wil0)}) 是 C4.102) 的 最 优 解 , 则 它 也 是 


原 问题 (4. 30).(4. 31) 的 最 优 和 解 ;只 是 (4. 31) 中 的 Siw, 二 ms 代 之 


以 Dw 一 Yo 
二 1 Fl 
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定理 4.7.2 车 久 疙 加 则 GODSCFCOW). 
由 定理 4.7.1 一旦 (4.106) 成 立 ( 或 近似 成 立 ) 则 得 原 间 题 最 


优 解 , 由 定理 4.7.2 当 4 增 加 时 > wh 下 降 ( 非 增 ), 于 是 (2) 


减 小 , 同样 , 当 4 减 小 时 YYosCh) 上 升 ( 非 降 ), 于 是 GO) 增加 . 这 


给 出 了 (4) 中 修正 * 求 解 的 依据 . 同时 也 表明 在 (5)F C0); 二 
局 ( 力 的 情况 下 ,不 论 增加 或 碱 小 4 都 无 法 得 到 满 吓 (4. 106) 的 最 优 
解 . 
这 种 方法 可 以 推广 到 高 于 二 锥 的 情况 ,如 对 于 ; 维 的 分 配 问 
题 
Max Vigan yi sp 
”7 (4. 107) 
s,t, Dn = misf = lr2 ss, 


三 至 


引入 < 个 Lagrange 乘 子 2 一 1,2 疡 将 (4 107) 写 作 
网 pp ma 
mAaAx [ Barn," + ) 一 Da Dw |; 
Why Rl jel rel 
(4. 108) 
Ss.t, Su = mj =p 十 1] sr 


对 于 一 组 给 定 的 Als "ys Ap， 用 sp 维 动态 规划 模型 解 
(4. 108) ,其 步骤 与 (1 一 (5) 类 但， 
4.7.3 有 几 种 实用 算法 

(12 枉 次 通 近 法 

求 多 元 函数 极 慎 的 一 种 数值 方法 是 ,轮流 让 一 个 变 元 变动 而 
其 它 变 元 都 固定 在 已 得 到 的 最 优 值 上 ,求解 一 元 函数 的 极 值 问题 ， 
从 而 逐次 地 这 近 多 元 函数 的 极 值 点 . 这 就 是 可 次 还 近 法 (succes- 
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sive apbroximarion method), 它 可 以 用 来 求解 状态 为 多 维 变 午 的 
动态 规划 . 

设 状态 x， 是 s 维 向 量 ， 记 作 一 ,在 第 次 通 
近 时 已 得 到 最 优 轨 线 为 t= 二 (zr) 二 1,2 ,sn 在 第 j 
十 1 次 逼近 中 令 

wi = pi ls, 
Tu 1 一 1 一 1 
求解 :个 一 维 状 态 变 量 zc, 的 动态 规划 ,pp 依次 由 1 变 到 s, 从 而 得 
到 xi+?, 同时 得 到 相应 的 最 优 策略 三 个, 让 二 1，2 ,sn 

这 种 方法 可 以 大 大 减 小 存 情 空间 ,当然 计算 时 间 会 相应 地 增 
加 . 

《2) 松弛 法 

如果 根据 实际 情况 对 最 优 轨 线 有 一 个 初步 居 计 "= {x1, 3， 
机 wz?}); 则 可 将 原来 的 允许 状态 集合 = {KN ,天 缩小 为 
以 x 为 中 心 的 某 个 邻 域 六 "二 {XX?,X3,… ,XX?} ,于 是 允许 决策 集合 
也 相应 地 缩小 为 下 = {U0 ,Uy UU = {i [ua EU (Cr) :Th 
Crzrvai EX .和 57" 将 显著 地 小 于 原来 的 基 和 局， 

对 于 关 和 刀 " 求 出 最 优 策 略 户 二 和, 二 ,… ,wu:} 和 最 优 轨 线 工 ' 
二 {zis 若是 "的 内 点 , 即 所 有 的 有 都 是 到"% 的 内 
点 合 二 1,2,…sn); 则 表明 附加 约束 X' 不 起 作用 ,p* 为 原 问题 的 最 
优 策 路 ;否则 , 某 些 zt 出 现在 XX 的 边界 上 , 则 以 xz! 为 中 心 构成 新 
的 邻 域 区 ! 和 相应 的 U' ,重复 上 述 过 程 直到 某 一 步 ;, 得 到 的 最 优 
办 线 x 一 {x 且 ;…; 开 ) 下 的 内 点 ,这 时 最 优 策略 p' = 
{ei 为 原 问题 的 最 优 策 略 . 这 种 方法 称 为 松弛 法 (relax- 
ation method). 

《3) 局 部 加 密 法 

对 于 状态 先 取 较 大 的 格 点 间隔 ( 焉 网 将 ), 求 出 较 粗 糙 的 最 优 
解 ,在 最 优 轨 线 附近 缩小 格 点 间 随 ( 密 网 格 ) ,再 求 最 优 解 . 如 此 继 
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续 下 去 直到 求 得 满意 的 最 优 和 解 为 止 ， 
这 种 局 部 加 密 法 docal refined method) 适 用 于 最 优 慎 应 数 比 
较 平 滑 的 情况 . 
(4) 状态 增 量 法 
这 是 一 种 解 连续 决策 过 程 (4, 89) 的 离散 北方 法 . 
普通 求解 (4. 89) 的 高 散 化 方法 基 将 时 间 区 间 {fo0, 丰 国定 地 分 
为 N 段 ,于 是 每 段 长 度 为 怪 一 了 T/N. 状态 转移 方程 可 写作 
Krt = Ks fr kA Ek Oo 1 2 ,Ny, 
最 优 值 函数 所 (ww%) 满 足 
FX) = min[s (x sk 十 Fl; CxXi+1)] 和 


这 里 状态 x 是 # 维 回 量 , 略 去 下 标记 作 x 一 (zz ez) 是 
n 维 向 量 消 数 , 记 作 f=Cf ,fs 了 ). 

状态 增 量 法 (siate increment method) 的 基本 思想 是 每 段 时 间 
长 度 A 不 固定 ,在 状态 转移 平缓 时 令 A 大 些 , 而 在 状态 转移 剧烈 
时 令 Ar 小 些 ,使 得 每 阶段 状态 转移 都 控制 在 较 小 的 范围 内 ,从 而 
大 大 减少 每 阶段 最 优 值 函 数 的 计算 和 存储 量 . 具 体 作法 如 下 . 

首先 将 状态 x 的 各 个 分 量 zx, 一 1,2,…,n 离散 化 ,记过 :的 高 
散 单 位 为 Axi. 设 允 许 决 策 集 全 为 (0D 十 ), 令 


. . 点 了 . 
‘fy 一 - 一 -一 一 一- 一 一 一 1 ,2，… 5， ， 
a ee | Fro st) | : fl,2,%s, (4.109) 
x ox 二 Fr AEN, (4.110) 


则 在 时 刻 + 由 状态 * 出 发 的 最 优 值 函 数 FCx,z) 满 足 的 基本 方程 为 
Fryst) = min [CA + FO ,t+ 0)], 
{4.111) 
由 4.109)、(4. 1107 可 知 , 在 由 上 到 x2 的 转移 中 ,通常 只 有 
一 个 分 量变 化 一 个 离散 单位 Az; 其 它 各 分 量 的 变化 均 不 足 一 个 单 
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位 ,在 计算 (4. 111) 时 ,PCxz2 ,t 十 生 中 ) 需 要 在 格 点 上 进行 盾 什 . 

(5) 微分 动态 规划 

微分 动态 规划 (differential dynamic programming) 是 求解 连 
续 决 策 过 程 (4. 89) 的 最 优 性 方程 ( 即 HJB 方程 ) 的 一 种 近似 方法 . 
对 最 优 值 函数 在 最 优 扫 线 附 近 作 Taylor 展开 , 略 去 高 阶 项 ,得 到 
相应 系数 的 常 微分 方程 用 迁 代 法 求解 并 保证 每 次 选 代 使 目标 画 
数值 下 降 ， 

将 癌 题 4, 89 的 最 优 值 函数 重新 记 作 

Xs) =min| | g Gu td 十 hxCT),T) |， 


约定) 一 下 (人 {4. 112) 
ez:t) 满 足 的 最 优 性 方程 为 
一 3 一 mmH(rnt,p), 
再 (Yi 名) = gr) + Rf r,t). (4.113) 
最 优 策 路 wn' 和 最 优 轨 线 x* 记 作 
#" 二 者 十 Sw， 
xX” 一 十 人， 
且 x=x 的 目标 值 锋 数 为 
pr L) = | ga 十 ACECTY TY. 
当 第 略 由 & 变 为 u*' 时 目标 值 的 改变 为 
aot) = pK) — GOK) 0. (4.114) 
gx 十 Sx;:t) 在 x* 许 和 开 后 有 咯 去 高 阶 项 ,并 利用 (4. 114) 得 
PX + OX) =P,) + alx,t) 


十 算 Bx 十 Dox"grdx. (4.115) 


将 (4,115) 代 入 最 优 性 方程 (4, 113) 得 
* $03. 


WW_dh_ Rl 
a 


3 A 2 


= min[HCx + xn + Ou,t,P) 
dy 
+ CBr fr ot xu x,t)]. 


x xT rax 


(4.116) 


设 # 是 石 的 极 小 点 ,满足 时 (3,4,1,g) 一 0.4 对 应 的 状态 为 x, 设 
+ 在 附近 , 即 3r= 一 人 很 小 . 最 优 策略 uw 一 w 十 6u* ,而 6u* 对 应 


的 Gx 二 dx. 


将 (4.116) 的 有 端 在 (x,w) 处 展开 , 酷 去 高 阶 项 后 得 到 关于 


Bw 的 二 次 式 . 设 知 "一 bx ;可 解 出 ,得 


bu’ =— Ha (H+ forp)dr', 


且 (4.116) 化 为 (注意 到 6x==6x*) 
区 
EE 


EF 2 


dx" Wax 


《4,. 117) 


= HitH,+ pf br’ 十 Fox" [CH 十 fp 十 fs) 


一 Hy 十 Hp) Ha' CH,, 十 fi pa) Bx*, 


比较 两 端 Br * 同 次 堵 系 数 得 
多 业 - 
一 亲人 
一 入 一 H, 十 gaff 
Be 


一 本 一 CH 十 fi 十 Hf) 


一 《再 frig) Ha (He + fips) 


注意 到 
dp_ 邓 喜 泌 
下 一 总 十 f(x, ， 
da 49 dy 
dz dr di 
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{4. 118) 


(4.118) 可 化 为 常 微分 方程 组 


昱 二 百人 本 HH, 
WB pL) fH,, C4, 119) 
dp 


dt 一 CH 十 了 十 和 


TY {FH 十 fp 十 pf). 
式 中 队 指 明 的 外 均 在 (x,w) 处 计算 , 端点 条 件 为 


alxt,T) = 0, 
| RT) 一 XT),T), (4.120) 
rT) = hoax(TY,T), 

对 于 给 定 的 策略 友和 由 方程 += 了 了 Cx.,t) 得 到 的 相应 的 状态 
*; 可 以 算出 目标 值 酒 数 交 Cx,), 对 & 作 微小 改变 ,如 只 在 小 区 间 
[a 车 近 芽 ) 上 将 # 改 为 wtw 是 互 (Va9i;9R) 的 极 小 值 点 )， 
使 相应 的 状态 $x 改变 也 很 小 . 判断 8x 是 否 是 小 量 的 标准 为 检查 


ei (4.121) 


是 否 成 立 ,c 常 取 0.5, 其 中 心中 是 目标 值 函 数 的 实际 改进 量 ,而 |a| 
是 策略 变 为 最 优 时 的 预期 改变 重 . a 的 计算 显然 需要 求解 
(4. 119). 车 (4.121) 不 成 立 , 可 改变 和 cc 的 值 , 如 此 进行 的 千代 
每 次 都 使 目标 商 数 值 下 降 , 具 体 步 办 如 下 . 

(1) 给 定 初 始 策略 w, 解 出 相应 的 状态 二 算出 目标 值 浮 数 
zt 给 定 小 量 ao. 

(2) 求 瑟 的 极 小 信和 点 ww 解 (4. 119),(4.120) 得 到 az 5 ,Yo， 
Br, 检查 并 记录 a(x,t) | 宕 as 的 时 刻 

(3) 车 蕊 一 0, 即 | 人: 全 |<ao0St<sT, 则 二 邵 为 所 求 ,一 
ui 否则 转 (4). 

(4) 令 =& 十 PBx (bo 所 t 所 Tto 可 取 9) 其 中 B= 一 Ha!' CH 
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十 fe) ,6x 二 x 一 + 而 是 X= 二 xvu 十 B6x,?) 的 解 . 计算 这 个 策 
路 二 下 的 目标 值 函 数 风 (2 
MPCX,L) 


《5) 计算 Agtx :=p 一 阔 ,检查 信守 汪 之 ce 一 0. 5) 是 否 成 
立 :; 车 成 立 ; 则 以 本 代替 za, 转 (1)5; 否 则 转 (C6). 


(6) 取 zl 一 4 十 去 (T 一 6 一 1,2，…, 转 (4), 重 新 计算 i. 
若 对 于 这 样 的 ,全 区 1 >> 不 能 成 立 , 减 少 c, 再 进行 计算 . 车 仍 
不 行 , 则 该 方法 失效 

按照 上 述 步骤 先 代 ,直到 在 0<t<T 满足 laGE,D1<er 为 止 . 
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5 多 目标 规划 
5.1 引言 


针 目 标 规 划 Cmultiobjective programming}) 蚌 运 等 学 的 一 个 
分 支 ,是 近年 来 发 展 起 来 的 新 学 科 , 它 研 究 在 一 定 的 约束 条 件 下 多 
个 上 且 标 函数 的 极 值 问题 . 而 线性 规划 、 非 线性 规划 与 整数 规划 等 研 
究 的 都 是 单 目标 函数 的 极 值 问题 , 然而 很 多 实际 问题 是 多 目标 的 ， 
而 县 有 些 目 标 互 相 冲 突 , 因 此 要 研究 多 目标 规划 . 如 

例 $.1.1 某 三 生产 两 种 产品 4 与 五 ,产品 4 是 畅销 产品 ,有 
较 高 的 声誉 ,供不应求 ,每 月 至 少 生产 1 万 件 , 但 因原 料 限 制 ,月 产 
量 不 能 超过 3 万 件 , 每 件 产 品 刀 的 利润 为 1 元 . 生产 一 件 B8 所 需 
工时 与 生产 一 件 4 所 需 工 时 相同 ,但 每 件 产品 BB 的 利润 为 3 元， 
在 工人 不 加 班 的 正常 情况 下 ,每 月 两 种 产品 产量 总 和 不 低 于 5 万 
件 ,也 不 高 于 7 万 件 . 产量 超过 5 万 件 的 部 分 叫做 超 产 量 . 工厂 希 
望 : (1) 有 不 的 产量 要 多 ;(2) 为 了 使 工人 不 加 班 , 超 产量 要 少 ; (3) 
利润 要 和 多, 试 建立 该 问题 的 数学 模型 . 

解 设 有 4 的 月 产量 为 x 万 件 ,8 的 月 产量 为 zx; 万 件 . 此 问题 
的 三 个 日 标 可 以 写成 max rivminkzrl 十 zz 一 5 与 max (x 十 3x2). 
为 了 整齐 ,将 第 二 个 目标 改写 为 max(5 一 zz 一 x2); 则 此 问题 的 数 
学 模型 为 

max [A CT ss) » Fal, TI) sser, + ]s 
s,t, XI 十 TX 守 5， 
Ti 二 rs 7 
Xi 1， 
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T1 < 3， 
43 这 0. 
其 中 
A Crs Tra) = Xr 
zy 一 5 一 工 一 az， 
Fy, ) = zt 十 3rz， 
这 是 多 目标 规划 问题 
多 自 标 规划 在 水 资源 利用 、 环 境 保 护 、 计 划 管 理 . 财 政 预 算 、 工 
程 设计 及 农业 规划 等 方面 有 有 广泛 的 应 用 . 
在 多 目标 规划 中 ,一般 不 存在 所 有 目标 函数 共同 的 极 大 点 , 例 
如 ， 在 图 5.1 中 ,x 是 万 (zr) 的 极 大 点 ,zs 是 .Ptz) 的 棚 大 点 ,但 
六 (zz) 与 瑚 (z) 没 有 共同 的 极 大 点 ,因此 需要 引进 非 步 解 (noninfe- 
rior solution) 的 概念 (将 在 5.2 节 介绍 ). 一 般 说 ,一 个 多 目 标 规划 
有 无 穷 多 个 非 劣 解 . 使 决策 者 满意 的 非 劣 解 叫 最 终 解 (final solu- 
tion), 5,3,5,4;5,5 节 将 介绍 求 非 劣 解 与 最 终 解 的 方法 , 5. 6 节 介 
绍 目标 规划 、 


多 目标 规划 的 另 一 个 特点 是 解法 很 多 , 要 根据 实际 情况 ,通过 
试 算 , 选 用 合适 的 解法 ， 
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5.2 多 目标 规划 的 基本 概念 与 K-T 条 件 


5.2.1 条 目标 规划 的 基本 概念 


多 目标 规划 的 标准 形式 是 
(VOP)Y max [FC fox); (5, 1) 
Ss. t. g(t) EVI 一 ] ,mn. 5,2) 


其 中 x 二 (zi, ,zs) 是 n 维 向 量 ,x 所 在 的 空间 叫 决策 室 间 (deci- 
sion space), 刻 (x),… fplx) 称 为 目标 通 数 ,p 维 向 量 (f(x),…， 
六 (所 在 的 空间 称 为 目标 室 间 (objective space), gi1 CX)"; 
egwfw) 称 为 约 东 函数 , 多 目标 规划 问题 又 称 为 向 量 最 优化 问题 
《vector optimization problem) , 简 记 为 (VOP). 

例 5.1.1 是 一 个 多 目标 规划 问题 , 它 的 数学 模型 可 改写 为 标 
准 形式 (5. 1), (5. 2). 

下 面 引 进 一 些 共 本 概念 ， 

定义 5.2.1 集 

X= {rE Flg() EO = 1 

叫做 多 目标 规划 在 决策 空间 上 的 可 行 集 (feasible set in decision 
space), 

定义 5.2.2 集 

Fe= {fy ff) E EF = f(x = i px EX) 
叫做 多 目标 规划 在 目标 空间 上 的 可 行 集 (ieasible set in objective 
sbace). 

应 用 记号 义 ,(5.1) 与 (5.2) 所 表示 的 多 目标 规划 的 标准 形式 
可 以 改写 为 

(VOP)Y max [LPGxz)]. 《5. 3) 
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5.t, XEX (5, 4) 

将 向 量 函 数 (Cz) 一 [f(x),… ,f(x)] 看 成 是 映射 f;XCE" 

一 Er, 则 目标 空间 上 的 可 行 集 玉 是 决策 空间 上 的 可 行 集 下 在 映射 
了 下 的 得 (image), 即 所 = 了 (XD), 如 图 5.2 所 示 . 


图 5.2 


定义 5.2.3 若 xEX, 且 不 存在 另 一 个 可 行 点 xEXX, 使 
户主 XD) ,1 二 1,-…, 记 成立; 且 其 中 至 少 有 一 个 严格 不 等 式 成 
立 ; 旭 称 x' 是 多 日 标 规 划 (VOP) 的 一 个 非 劣 解 (noninferior solu- 
tion). 所 有 非 劣 解构 成 的 集 叫 非 劣 集 (noninferior set). 

非 才 解 又 称 为 有 效 解 (efficient solution) . 非 优 超 解 (nondom- 
inated solution ) 或 Pareto 最 优 解 (Pareto optimal solution ). 

定义 5.2.4 车 x EX, 且 不 存在 另 一 可 行 点 x€EX, 使 (x) 
> DEL , 户 成 立 , 则 称 x 是 多 目标 规划 CVOP) 的 一 个 击 
非 劣 解 (weak noninferior solution), 所 有 弱 非 劣 和 解构 成 的 集 叫 能 
非 劣 集 (weak noninferior set). 

定义 5.2.5 若是 非 劣 解 ( 弱 非 劣 解 ), 则 称 [ 记 (xz)，…， 
广 (z)] 为 目标 室 间 中 的 非 劣 解 ( 弱 非 劣 解 ). 

在 元 混淆 的 情 品 下 ,目标 空间 中 的 非 劣 解 ( 弱 非 尘 解 } 也 简称 
为 非 洗 解 ( 弱 非 劣 解 ). 

定理 5.23.6 车 x' 是 非 劣 解 , 则 一 定 是 弱 非 劣 解 . 

例 5.2.7 设 两 目标 规划 为 

max Cf (Cx), f(r)); 
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St. 考生 项 一 人 3 和 1， 
这 里 蕊 是 由 和 个 点 组 成 的 可 行 集 ,PCz) 与 ftx) 的 函数 值 由 下 表 
给 出 , 求 这 个 问题 的 非 秒 解 与 缮 非 劣 解 . 


解 因为 xr’ CC 所 以 xk 不 是 弱 非 
劣 解 ,也 不 是 非 劣 解 . 按 定义 ,x 与 x 都 是 非 洁 解 .x' 是 弱 非 劣 解 ， 
因为 非 劣 解 一 定 是 验 非 洁 解 ,x’ 与 x? 也 是 弱 非 洗 解 . 非 劣 集 是 
{x x}, 避 非 劣 集 是 {x ,x ,x 图 5.3 给 出 此 问题 的 目标 空间 的 
图 形 . 


图 5.3 


非 劣 解 的 几何 解释 有 两 个 目标 函数 时 ,目标 空间 中 的 非 劣 
解 有 明显 的 几何 解释 . 在 图 5.4 中 , 设 下 是 目标 空间 中 的 可 行 集 . 
可 以 看 出 ,F 的 任 一 内 部 点 P(A ,fi) 一 定 不 是 非 洛 解 ,因为 在 P 
点 东北 侧 ( 图 中 画 阴 影 部 分 ) 的 点 P', 它 的 举 标 ( 广 ; 所 ) 必 满足 ; 
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刻字 iy/ 之 12, 且 其 中 至 少 有 一 个 严格 不 等 式 成 立 . 如 果 下 中 某 
点 的 东北 侧 是 空 集 , 则 此 点 是 非 劣 解 .因此 玉 的 东北 角 边 界 ( 图 中 
的 B84 天 ) 上 任 一 点 是 非 劣 解 . B84 弧 是 非 劣 集 . 这 里 的 非 洗 解 与 
非 劣 集 都 是 指 目标 空间 中 的 非 劣 解 与 非 劣 集 . 


fs 
Pf fs) 
| F=f(X) 4 
万 
图 5.4 


可 以 看 出 ,FF 上 部 边界 的 水 平 线段 CBE 上 的 点 是 弱 非 劣 解 . 
定义 5.2.8 和 车 x' 蚌 多 目标 规划 (YOP) 的 非 劣 解 , 且 序 在 正 
数 M ,使 对 满足 f(x) > (x) 的 每 一 个 i 与 每 一 个 x 多 ,至少 存 


在 一 个 j 让 使 /jx)<JJ(Y) ,与 儿 巡 ?一 天 E 之 一 M 成 立 , 则 


称 x 是 (VOP) 的 一 个 真 非 省 解 (proper noninferior solution )， 
图 5.5 给 出 问题 
max [LACx) ,f(r)]; 
s.t, 工人 0 
的 目标 函数 f(x) 与 f(x) 的 图 形 , 从 图 中 可 以 看 出 , 闭 区 间 [Lx， 
xs] 上任 一 点 是 非 劣 解 . 可 以 验证 开 区 间 (z,,xs) 内 任 一 点 是 真 非 
污 解 .但 两 个 端点 zz) 与 x; 不 是 真 非 劣 解 ,例如 x, 我 们 设 二 x 十 


Ap >0, 当 1r0+ 时 ,天 人 二 下 -一 oo, 说 明 zi 不 是 真 非 劣 
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解 . 

定义 5,2.9. 决策 者 对 目标 函数 进行 评价 的 函数 上 (Cf ,…， 
扩 ) 叫 短 效 用 函数 (utility function)， 

效用 函数 值 的 大 小 反映 光 策 者 对 目标 值 的 喜爱 程度 , 若 对 两 
组 目标 值 ( 广 万) 与 (万 天) 有 区 (Ce 六) 人 DC， 
广 ) 成 工 , 表 示 决 策 者 喜欢 前 者 . 

定义 5.2.10 使 效用 函数 取 最 大 值 的 非 劣 解 称 为 最 佳 协调 
解 (best compromise solution )， 

在 许多 实际 问题 中 ,不 知道 决策 者 效用 函数 的 表达 式 , 因 此 求 
不 出 最 佳 协 调解 . 但 通过 分 析 者 与 决策 者 的 对 话 , 可 取得 决策 者 效 
用 函数 的 信息 ,从 而 求 出 决策 者 满意 的 近似 最 佳 协调 解 ， 

定义 5.2.11 使 多 目标 规划 决策 过 程 满意 结束 的 解 叫 最 终 
解 (final solution)， 

定义 5.2.12 效用 函数 品 ( 放 ,…,/,) 的 等 值 面 UCf,… ,f/f,} 
二 c 称 为 无 美 异 曲面 (indifferencee surface) , 当 =2 时 称 为 无 着 异 
曲线 (indifference curve). 

当 p=2 时 , 求 最 佳 协调 解 要 解 下 述 规 划 
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ui 人 A 


5.6 


max TFT fxr))s 

Sst. KER= {XE Eg RO = 1 yn}. 
图 5.6 给 出 效用 冰 数 (所, 记 ) 的 极 大 点 代表 最 佳 苏 调解 的 几何 
解释 . 图 中 下 二 了 A(X) 是 多 目标 规划 在 上 自 标 空间 上 的 可 行 集 ,N 是 
目标 空 闻 上 的 非 劣 集 . 画 出 一 系列 无 差异 曲线 区 (太太 ) 一 ,这 
里 二 都 是 常数 ,ww 的 值 愈 大 表 示 决 策 者 满意 程度 意 高 , 对 在 同一 
条 无 差异 曲线 上 不 同 的 点 ,决策 者 的 满意 程度 相同 , 当 某 条 无 差异 
明 线 PCA)=a 与 非 涯 集 N 相 切 于 (或 只 相交 于 ) 一 点 (fi ， 
fi }) 时 ,相应 的 非 劣 解 天 《 方 = Cx” yfz = Lx” )» 就 是 最 和 佳 协 
调解 ， 

定义 5.2.13 车 A=(fi,…f0) 与 B=Cfi, f+Af， 

… 十 Af;,…, 了 六) 是 一 个 曲面 上 的 岗 个 点 , 若 B 沿 此 则 面 赵 向 


于 4 时 ， 一 全 的 家 好 存在 ， 则 称 志 一 lim 一 他} 为 在 此 册 面 上 


目标 产 对 EE 在 点 4 的 交换 率 (trade-off rate). 
在 无 差异 曲面 上 的 交换 率 叫 边际 替代 率 , 在 经 济 学 土 很 有 用， 
“。314 ， 


定义 5.2. 14 ”在 无 差异 曲面 UCfiw… ,fy 一 Uf fp) 上 
一 点 AC ,…， 放 的 交换 率 mlns|[ 一 人 ] 称 为 在 点 4 的 边际 


+ 


替代 率 (marginal rate of substitution )， 

边际 替代 率 的 含意 是 ,为 了 保 持 决 策 者 同等 的 满意 程度 ,要 使 
六 减少 一 个 单位 ,i 必须 增加 mao 个 单位 , 边际 替代 率 义 可 以 表示 
成 


af 
aU 
a tid} 


车 在 Cf 1,… ,了 ,) 的 一 个 邻 域内 ,无 差异 曲面 可 以 表示 成 = 
Ff 3 a sr 9 sf) ; 则 边际 替代 率 可 志 宣 成 


ti = lp 天 (9, 067 


更 上 一 


Bi 二 区 人 本 上 了 一] 
{5.7) 
边际 替代 率 的 几何 解释 
在 p=2 时 ,无 差异 曲线 户 = 户 CR) 在 ( 广 , 访 ) 点 的 边际 蔡 代 
df, 


率 ma 二 一 | 是 无 差异 曲线 在 此 点 切线 斜率 的 负 值 (图 


6.7). 

在 图 5.6 中 ,(fi? ,fi ) 为 最 佳 协调 解 的 条 件 是 无 差异 曲线 与 
非 劣 集 曲线 在 此 点 相 切 , 该 条 件 也 可 以 叙述 为 ; 在 此 点 非 劣 集 的 
交换 率 等 于 边际 替代 率 , 即 #2 二 rma 

定义 5.2.15 设 必 是 

max f(x), 
st. gEOT = lm 
的 最 优 解 ,相应 的 最 优 目 标 值 是 MM; 二 (x) ,7 二 1,…, 户 ; 则 称 目 
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fi 


无 差异 曲线 f=ff,) 


酌 5.7 


标 空 间 中 的 点 GM,…,M,) 是 多 目标 规划 (5.1)、(5,2) 的 理想 点 
(ideal point). 

理想 点 是 目标 空间 中 每 个 目标 都 取 极 大 值 的 点 ,在 p=2 时 ， 
5.8 中 男 出 理 胃 点 (Ca ,ds 的 位 置 . 


图 ”5.8 


雇 图 中 可 以 看 出 ,一 般 情况 下 ,理想 点 CM ,Ad:) 冬天: 是 不 可 
行 的 . 也 就 是 说 ,在 现实 情况 下 ,不 可 能 找到 一 个 可 行 点 * 使 所 有 
的 目标 函数 都 取 极 大 值 ， 
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有 时 候 , 需 要 在 某 个 上 范 数 (<a<o0)qs=[ 1 一 /1 ]" 
下 求 虐 理想 点 最 近 的 点 , 即 求 
max [3 [MC— Ll )", 


S.Tf， EK 
的 最 优点 * 与 相应 的 函数 值 (f(x),… ,fC x 》). 
可 以 证 明 , x 是 多 目标 规划 (VOP) 的 非 劣 解 , 求 这 种 非 劣 解 
的 方法 吊 理想 点 法 ， 


5.2.2 名 目标 规划 的 K-T 亲 件 


在 非 线 性 规划 中 有 最 优 解 的 K-T 条 件 ( 即 Kuhn-Tucker 条 
件 }, 类 似 地 ,在 多 目标 规划 中 有 关于 非 劣 解 的 K-T 条 件 . 

设 多 目标 规划 为 
(VOP) max [六 CC] 

§.t, EF) EO = 1 ,Hn, 

定义 5.2.16 车 x' 是 CVOP) 的 可 行 点 , 且 梯 度 向 量 集 
{ Ver(x") 1i EE 了 线性 无 关 , 其 中 1 二 {ilgCx')=0,i 一 1,…,m})， 
则 称 x" 是 可 行 集 天 一 人 rrE 本 18 和 妥 0 一 1 ym) 的 正则 点 
{regular point), 

定理 $.2.17 真 非 劣 解 的 Kuhn-Tucker 必要 条 件 设 节 ( 
二 1; 思 ) 与 名 (二 1" ,m) 是 连续 可 微 函数 ,x "是 半 的 正则 点 ， 
则 x* 蚌 CVOP) 的 真 非 劣 解 的 必要 条 件 是 ; 存在 为 与 x 使 

(1) 3 TH) Dp Veilx*) = 0 


7 一 1 i=1 
2) RE = Of = ls srs 《5. 8) 
《3) b> 0 = os pots 0 — 1h 
成 立 . 
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定理 5.2.18 真 非 劣 解 的 Kuhn-Tucker 充分 条 件 设 
一 {j=l 力 ) 与 有 人 一 1，2) 是 连续 可 微 的 止 函 数 , 则 定理 
5.2.17 的 条 件 也 是 真 非 劣 解 的 充分 条 件 . 

定理 5.2.19 非 劣 解 的 Kuhn-Tucker 必要 条 件 设 六 (j= 
1 与 有 0 一) 是 连续 可 徽 函 数 , 且 至 少 对 一 个 有 < 
是 问题 已 Cs) (参看 (5.17)、(5.18)) 的 一 个 正则 点 , 则 *" 是 
CVOP) 的 非 省 解 的 必 雪 条 件 是 : 存在 六 与 上司 

(1) avr) — Dve(x’) = 0; 

(2) FB (XK) = 0; (5. 9 

(7 守 0,7 二 1, 记 : 且 至 少 有 一 个 4 守 0， 

0 = 1 ,mn. 
定理 5.2.20 非 洛 解 的 Kuhna-Tucker 充分 茶 件 设 
一 所 (一 1 户 ) 与 81 一 1， 司 ,1m) 是 连续 可 微 的 凸 函数 ,日 g;(3 
一 1 ,区 m) 是 严格 西 的 ; 则 x* 是 (VOP) 的 非 劣 解 的 充分 条 人 忻 是 ; 
存在 尹 与 鼎 使 (5.9) 成 立 ， 

定理 5.2.231 弱 非 尝 解 的 Kuhn-Tucker 必要 条 件 设 广 ( 
一 1, 轧 ) 与 g.G 二 1 m) 是 连续 可 微 函 数 ,x' 是 多 的 正则 点 ， 
则 x* 是 CVOP) 的 弱 非 劣 解 的 必要 条 件 是 ; 存在 为 与 霹 使 (5.9) 
成 立 . 

定理 5.2.22 弱 非 劣 解 的 Kuhn-Tucker 充分 条 件 设 
一 j= 二 JP) 与 giG==1,ym) 是 连续 可 微 的 凸 落 数 , 则 定理 
5. 2. 21 的 条 件 也 是 弱 非 劣 解 的 充分 条 件 ， 


5.3 寻求 多 目标 规划 非 沙 解 的 方法 


一 个 多 上 自慰 规划 如 果 存 在 非 劣 解 ,往往 存在 无 穷 多 个 ,形成 非 
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少 集 .求解 实际 问题 时 ,很 多 非 劣 解 是 无 法 应 用 的 , 逊 衷 找 出 使 决 
策 者 满意 的 最 终 解 (定义 5. 2. 11). 求 最 终 解 有 两 类 方法 . 一 类 是 
求 非 劣 解 的 生成 法 , 即 先 求 出 大 量 的 非 劣 解 ,构成 非 劣 集 的 一 个 子 
集 , 然 后 按照 决策 者 的 意图 找 出 最 终 解 . 另 一 类 为 交互 法 ,不 先 求 
很 多 非 劣 解 ,而 是 通过 分 析 者 与 决策 者 对 话 的 方式 ,逐步 求 出 最 终 
解 . 本 节 介绍 生成 法 . 


5. 3. 1 加 权 法 


加 权 法 (weighting method) 将 求解 多 日 标 规划 的 非 省 解 问题 
化 为 求解 若干 单 自 标 规划 问题 . 设 多 目标 规划 为 
(VOP) max [F(x) ,es fl); 
sS.t, 站) 多 
可 行 集 为 下 = {rEEB" | 入 CS 委 0 一 1 站) 可 权 法 先 给 定 权 因 
子 Wj 社 01j7 二 1,"*…*，, 户 :构造 相应 的 单 自 标 规划 


(WP) max DW, ft) 


s,t， TEX. 
在 一 定 的 条 件 下 ; (WP) 的 最 优 解 是 (YOP) 的 非 劣 解 ,系统 地 改变 
权 因 子 (e ,ao 的 值 , 求 解 一 系列 (WP) 问 题 ,得 到 (YOP》 的 大 
量 非 劣 解 ,构成 近似 的 非 劣 集 . 
定理 5.3.1 若 (1)wj>0, j= 二 lp! 
或 (2)ww 宇 0, 7 二 1.:r,p, 且 (WP》 有 唯一 解 , 则 
(WP) 的 最 优 解 是 (VOP) 的 非 劣 解 . 
定理 5.3.2 若 岂 宇 01:j== lpP; 则 CWP) 的 最 优 解 是 
(VOP) 的 给 非 劣 解 . 
从 定理 5.3.2 可 以 看 出 ,; 当 wj 宇 0,j:=1,…,p 时 , (WP) 的 最 
优 解 x* 不 一 定 吓 (VE@P) 的 非 劣 解 . 为 了 进一步 判断 x' 蚌 不 是 非 
劣 解 ,可 用 下 述 定理 . 
319， 


定理 $5.3.3 若 对 于 引产 0 一 1. px 是 (WP) 的 最 优 
解 , 且 当 

(1) 5 一 0 时 ,x' 焰 (VOP) 的 非 劣 解 ; 

(2) 85>0 时 ,x' 不 是 (VYOP) 的 非 劣 解 ， 

其 中 5 是 下 述 辅助 规划 和 问题 的 最 优 逊 数值 . 


ce 
= maxd = > 6, ‘5.10) 
| 
St RO = fr) j= 10",p, | 
EX, 《5, 11》 
6 > 97 二 1, ,p, | 


加 权 法 的 几何 解释 ; 
当 # 一 2 时 ,多 目标 规划 是 
max Le ,felx)]; 
st. IERXR= {XE Eg Ei = lm,m}. 
在 图 5. 9 中 画 出 目标 空间 中 的 可 行 集 
F 一 { 人 六) | 一 f(x), 
fi = fx x EX), 
F 的 东北 角 边 界 是 非 劣 集 
入 .给 定 权 因 于 1 人 Te 
0, 作 直线 族 wi flitw 产 一 < 
其 中 * 是 参数 ,选择 这 样 的 
使 族 中 每 条 直线 都 与 F 相 
交 , 斜 率 都 是 一 mwiyes，* 其 中 
有 一 条 < 值 最 天 并 与 N 相 切 
的 直线 ,此 直线 与 N 相 切 的 四 5 
点 ( 方 ， 疡 ) 是 多 百 标 规划 
(CVOP) 的 一 个 非 劣 解 . 变动 wi 与 ws 的 值 , 可 以 得 到 不 同 的 平行 
直线 族 , 从 而 得 到 不 同 的 非 劣 解 . 


sf 


wht wf = 
加 六 w= 


tr 上 twfy=e 


nn 


Cy Ee 


* 320* 


例 5.3.4 用 加 权 法 求 下 述 问 题 的 非 劣 解 


max [frora)s frr ra) (5. 12) 
st、 一 2 十 工 S 4， 
了 十 Ta 9, 
六 |] < 5, 

‘5, 13》 
Ts 5, 
| 00, 
一 ZX: 之 0, 


其 中 
(xis) = 2T) — Ts, 
户 (rza) 一 一 2 十 3zs 
解 记 可 行 集 为 
={r rE Eo z+ 4 
十 X90 和 RT 1), 
目标 函数 的 加 权 和 为 mo 疡 十 wos 产 ,相应 的 加 友和 单 目 标 规划 为 
max wifi(risTrs) 十 os 六 (zyzejt 《5. 14) 
st, (zm) EX. 《5. 15) 
其 中 wws 计 0 为 加 权 因 子 . 此 加 权 闻 题 的 最 优 解 Cx; ,x2) 应 满足 
Kuhn-Tucker 条 件 : 对 应 于 可 行 集 的 6 个 约束 条 件 ( 见 (5. 13)) 存 
在 6 个 Lagrange 号 子 所 (i 二 1,…,6) ,使 


[wh (zl ye) 十 Ts 《人 | 


dg . 
一 和 2 BE TT2) = 0,1= 1,2. 
Hg (TT) = 0, 7 = l,m,6. 
成 立 , 即 
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2re 一 Wi 十 向 一 此 一 咎 十 和 二 0， 

一 记 十 3 一 下 一 和 一 各 十 2 二 0 

(一 和 十 s 一 4 一 0 

(Fi 十 一 9) 一 0 
《FL 一 53 = 0, 《5. 162 

{Xs 一 5 =0, 

XHs 一 站 

ze 一 0， 

pe yp 你 
成 立 . 因为 (5. 14)、(5.15) 是 一 个 线性 规划 ,最 优 解 在 可 行 集 的 边 
界 上 . 又 因 有 两 个 自 变 量 , 最 优 解 有 一 个 或 两 个 起 作用 约束 (参考 
定义 2. 1. 41). 先 考虑 只 有 xs<s5 起 作用 ,此 时 等 式 *x:=5 成立, 其 
他 5 个 约束 严格 不 等 式 成 立 , 因 此 p= p= j= j= pi 二 0( 由 
(5.16) 推 出 ). 解 c5.16) ,得 到 由 一 173ros 一 273,M 一 573. 用 此 组 
Cunyarea) 值 代入 05. 14)、(5. 15)， 并 求解 这 个 线性 规划 ,得 到 无 穷 
多 个 最 优 和 解 ,这 些 解 分 布 在 图 5. 10 的 CD 线段 上 . 这 些 最 优 解 都 
是 (5.12)、(5,13) 的 非 劣 解 . 研究 另外 两 个 起 作用 约束 的 情况 ,得 

到 


起 作用 约束 Lagrange 滋 子 和 解 465. 167 得 


Elis Hr Et + 一世 《1 + 一 | 


Xz | 外 Pa 一 | 


3 
ps pr pss ts = 0 Cus) =| 玫 ， 


分 析 其 他 情况 没有 得 到 新 的 非 劣 解 . 
因此 ,折线 CDEF 是非 劣 集 ,如 图 5. 10 与 图 5.11 所 示 . 
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图 5.10 


s.3.2 约束 法 


约 东 法 (constraint method) 也 是 一 种 用 单 目 标 规划 求 多 目标 
规划 非 洛 解 的 方法 . 设 多 目标 规划 为 
(VOP) max [FC ,es ft) ]; 
St FX) EO = 1, 
可 行 集 为 其 = 人 E 瑟 | 名 () 委 0 一 1 天 上 选 一 个 目标 作为 主 
目标 ,将 其 余 目 标 变 为 约束 ,构造 下 述 单 目标 规划 问题 


Pe) max fi Cx)s 《3.17) 
at, 7 一 ] sf 更 
9 2 (5. 18) 

著 人 六， 


这 里 号 一 (eet-iyretiy…y8) 是 一 个 向 量 ,其 分 量 都 是 给 定 的 
常数 ,用 Ps(a)? 表 示 这 个 问题 依赖 于 主 目标 函数 的 下 标 “ 与 约束 
参数 &. 问题 Ptss} 称 为 原 问 题 (VOP) 的 一 个 约束 问题 . 关于 
Ps) 的 最 优 解 与 CVOP? 的 非 劣 解 之 闻 的 关系 ,有 下 述 定理 ， 
定理 $. 3,5 x'" 是 多 上 日 标 规划 (VOP) 的 非 劣 解 的 充 要 条 件 基 : 
x" 同时 是 p 个 约束 问题 Pi (et) 全 ==1,…, 思 ) 的 最 忧 解 , 这 里 成 = 
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(er Er 

定理 5.3.6 对 某 一 个 &, 若 已 是 Pte ) 的 唯一 最 优 解 , 则 
x' 是 多 目标 规划 CVOP) 的 非 劣 解 ; 这 里 纪 一 (e? -rset1 
其 中 二 让 (x ,1 二 1 pf 

根据 这 个 定理 ,我 们 可 以 系统 地 改变 & 的 秆 ,得 到 若干 个 约 
束 问题 Pits) ,分 别 求 他 们 的 最 优 解 ,可 以 得 到 多 目标 规划 的 许多 
非 劣 解 , 若 这 些 非 劣 解 的 个 数 足 够 多 ,可 以 构成 近似 的 非 劣 集 ， 

当 pp 一? 时 ,约束 问题 


max f(x); ‘5, 19) 
s.1, hr) 完 € 
~ (5. 20) 
下 所 丰 ， 


的 最 优 和 解 有 .几何 解释 . 在 
图 5.12 中 ,FF 二 XX) 是 
maxL fx), fCx)) A fi) 
St. 弟 下 其 
在 目标 空间 中 的 可 行 集 ， 
为 非 劣 集 , 画 阴影 的 区 
域 是 所 中 满足 用 实 5 的 部 
分 ,也 是 (5.39)、(5.20) 在 
自 标 空间 中 的 可 行 集 . 从 
图 上 可 以 看 出 ,点 4 的 织 
坐标 及 是 约束 问题 
(5. 19)、(5. 20) 的 最 优 目 标 值 , 且 广 =s ;点 4 在 可 行 集 F 的 东北 
角 边 界 N 上 ,所 以 点 4 是 原 多 目标 规划 的 非 劣 解 . 
约束 法 的 计算 步 又 
(1) 建立 支付 表 
分 别 求 单 目标 规划 
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max f(x), (5. 21) 


s.t, XEX (5. 22) 
的 最 优点 Xi’ 二 {zi Ci st) 一 ] : 户 , 建 立 支付 表 Cpay-off tabley》 
表 $5.1 
刻 fs 沪 制 ff; 
Hr) filx') Cr 
xr:) fx) 出 fot) 
F(x*) frr) + Ce) 


记 M,= 万 Ce 一 maxPz)vou 一 mi 记 (r) 为 各 列 的 被 小 值 ,一 
1 , 力 . 设 
Ej = Pi 十 4 一 1 ) + := Ol ssr 一 1， 
7 二 1p 7 天 此 {5. 23) 
其 中 > 为 给 定 的 正 整 数 , 选 定 主 目标 ftx)， 
(2) 邻 ;在 (5.23) 规 定 的 范围 内 取 值 ,组 合成 不 同 的 下 界 & 
一 《6etlyetriy eye) 对 每 个 全 求 约束 问题 Ps) 的 最 优 解 . 
因为 有 !' 个 不 同 的 ;有 rr! 个 PiCs) 问 题 ; 解 这 些 问 题 可 以 得 
到 许多 非 先 解 ,这 些 非 告解 构 成 一 个 近似 欧 非 劣 集 . 
例 5.3.7 用 约束 法 求解 双 目 标 规划 (5, 12),(5. 13) 
解 1》 求 支 付 表 求 出 max 有 (zy,zxs) 的 极 大 点 二 (5， 
0) ,f(x ) 二 10,f4(x') 一 一 5; 再 求 出 maxfs (x ,x2) 的 极 太 点 二 


(15) 方 人 一 一 3 户 (G) 一 14, 支 付 表 为 


六 产 
10 一 5 
一 3 14 


选 定 .PCxziyzz) 为 主 目标 . 考虑 约束 问题 中 A Cruxi) 的 下 界 . 支付 
表 中 第 一 列 的 极 大 值 为 MM 一 10, 极 小 值 为 mr 一 一 3. 将 区 间 Lzm， 
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M1 一 [一 3,10] > 一 1 等 分 ( 令 > 一 14) ,得 到 分 点 为 


6 一 ma 十 (Mm) 


三 一 3; 一 2, 一 lB8,9,10, = 0,1,:** ,7 1, 
C2) 求 约束 问题 的 最 优 解 


max flxisTe) =— rl Brot 
Ss, t, 六 (zza) = 2 
一 | 十 ;所 和 44， 
| 二 二 9， 


0 TT 5， 
将 上 述 & 的 14 个 值 分 别 代 和 上 式 . 解 14 个 单 目 标 线性 规划 , 求 
出 它们 的 最 优 解 , 这 些 最 优 解 都 是 双 目 标 规 划 (5. 12)、《5, 13? 的 非 
尘 解 . 现 将 这 些 非 劣 解 列 表 如 下 : 


表 5.2 
A 三 让 在 图 中 的 位 置 
5 一 3 14 C 点 
一 2 1.5 5 一 2 13.5 CD 上 的 点 
一 2 5 一 1 13 CD 上 的 点 
0 2.5 5 0 12.5 CD 上 的 点 
1 3 5 1 12 CD 上 的 点 
2 3. 5 5 2 11.5 C 万 土 的 点 
3 4 5 3 11 石 名 
4 | 4.333 4.666 4 9. 666 DE 上 的 点 
5 | 4.666 4. 333 5 8. 333 五 E 上 的 点 
$b 5 4 6 7 五 点 
? 5 3 7 生 天 到 上 的 点 
8 5 2 3 1 EF 上 的 点 
9 5 1 9 -2 EF 上 的 点 
10 5 0 10 一 5 下 点 
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从 这 张 表 可 以 看 出 ,与 上 述 加 权 法 5 见 例 5. 3.4) 相 似 , 由 约束 法 也 
可 以 近似 地 得 到 该 问题 的 非 洛 集 ( 折 线 CDEF). 参考 图 5.10 与 
5.11. 


5,3,3 混合 法 


把 上 述 吉 权 法 与 约束 法 联合 使 用 的 方法 叫 混合 法 hybrid 
method)，, 混 合法 的 基础 是 下 述 定理 . 

定理 5.3.8 x' 是 多 目标 规划 (VOP) 的 非 劣 解 的 充 要 条 忻 
是 : 对 于 任意 给 定 的 一 组 ww 守 0 站 = 二 1 ,史记 , 存 在 一 组 实数 (j= 
1 六) 使 x "是 


户 
max Dw?filr)s 
:= 


St, FD 5 二 1p, 
上 和 区 
的 一 个 最 优 解 . 
像 约 束 法 那样 ,有 规律 地 变动 te,…'e) 的 值 , 求 解 一 系列 上 
述 问 题 , 可 以 得 到 近似 的 非 劣 集 . 因 为 此 定理 的 条 件 较 弱 ,混合 法 
比 加 权 法 或 约 东 法 方便 . 


5.4 寻求 线性 多 目标 规划 非 劣 解 的 方法 


5.4.1 线性 条 目标 规划 的 单 好 形 法 


名 目标 单纯 形 法 Cmultiobjective simplex method) 是 线性 规 
划 单 纯 形 法 在 线性 多 目标 规划 上 的 推广 多 目标 舰 划 中 的 目标 函 
数 与 约束 函数 都 是 线性 函数 时 称 为 线性 多 目标 规划 , 在 线性 规划 
中 用 单纯 形 法 求 极 点 最 优 解 ,而 在 线性 多 目标 规划 中 用 单纯 形 法 
求 非 劣 极 点 解 (noninferior extreme solution》. 
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设 线性 多 目标 规划 为 

(VLP) max f(x) = ers (5, 24) 

st， XEX= {rE FAr = b,x 0). (5,25) 
其 中 

Tx) = CF RD fx), 
b= (ht, by, 

C 是 户 Xn 和 窍 阵 ,A4 是 mwXn 矩阵， 
且 


f(x) 一 De it, ‘bp. 《5. 26) 
与 单 目标 线性 规划 的 单纯 形 法 相似 ， 也 要 建立 单纯 形 表 . 若 已 知 = 
的 一 个 基本 可 行 解 "* 为 x= Im | 2 xs 为 基 变 量 部 分 ,xn 为 非 


基 变 量 部 分 ,相应 地 ec,4 也 可 以 分 解 为 c= 二 (essen) 与 4=(B,N)， 
则 约束 条 件 Ax=B 可 以 写成 Bxs 十 Nx 一 b, 由 此 式 可 以 推出 mm 一 
Bb 一 BI'Nxn ;代入 (x) 二 cx, 目标 孙 数 可 以 写成 fx) 二 cgB8- 蚂 
一 (esB IN 一 cx)xw; 因 x= 二, 则 xs 二 B 太一 co 有 15. 在 极点 


可 行 解 x 处 的 向 量 形式 单纯 形 表 为 
ka EN b 
xs | 了 BN Bb 


了 了 心 caB IN—ey co ih 


在 极点 可 行 解 x 处 的 数字 形式 单纯 形 表 为 表 工 (x), 见 表 5. 3。 


基本 可 行 解 的 定义 与 线性 规划 的 基本 可 行 解 相同 ( 见 定 义 1. 1. 67， 
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表 中 x1,… ,zw 是 基 变量 ,ro+…zre 是 非 基 变量 ,8 为 右 端 项 . 表 
的 前 六 行 的 含意 与 线形 规划 单纯 形 表 相同 (参看 表 1. 1) , 表 的 后 
面 # 行 是 检验 数 行 ,每 行 是 一 个 目标 函数 的 检验 数 , 检验 数 的 定 
义 与 线性 规划 中 的 相同 . 


0, 了 一 1 ye ,Hy 

| La t= lp. 
Dj cays js J 一 说 十 1 

关于 线性 多 目标 规划 有 下 述 定理 ， 


定理 5.4.1 设 x* 是 (VLP) 的 一 个 基本 可 行 解 , 且 相 应 的 单 
纯 形 表 中 第 / 行 检验 数 zw 宇 0,j 一 1,… yn; 则 x 是 单 目标 规划 
max f(r)s 
s,t， 全 汪 
的 最 优 解 ,又 若 zj0;7= 二 mx 十 1 yn; 则 此 最 优 解 是 唯一 的 , 且 
是 (VLP) 的 非 劣 解 . 
定理 5.4.2 设 兰 是 (VLP)? 的 一 个 非 退化 的 5( 即 所 有 的 基 变 
量 污 0) 基 本 可 行 解 ,车 有 一 个 非 基 列 j 的 所 有 检验 数 mw 和 妥 0 一 1， 
…s 户 , 且 至少 有 一 个 mr<0, 则 不 是 非 劣 解 ， 
定理 5.4.3 若 x 是 (VLP) 的 一 个 基本 可 行 解 , 且 辅 助 问题 
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pp 
(SP) max V= >》 《5. 27) 
1 一 ] 


st Fm = A = 1 p, 
生疏 ， (5. 28) 
6 六 0 一 
的 最 优 值 maxV 二 0, 则 是 CVYLP) 的 非 劣 解 ; 若 maxV>0, 则 工 不 
是 CVLP) 的 非 省 解 . 
定理 5.4.4 设 工 是 (VLP)7 的 一 个 非 退 化 的 基本 可 行 解 , 若 
有 两 个 不 同和 的 非 基 向 量 a 与 m,@ 是 zi 进 基 后 所 取 的 值 ,@, 是 
zs 进 基 后 所 取 的 值 . 若 mij 委 页 ta 人 一 1 二), 且 其 电 圣 少 有 一 
个 严格 不 等 式 成 立 , 则 zx; 进 基 优 于 zx, 进 基 . 
定理 5.4.5 设 * 是 (YLP) 的 一 个 非 退 化 的 基本 可 行 解 ,车 
第 7 列 是 非 基 列 ,此 列 的 所 有 检验 数 二; 守 0Ci 二 1,*…, 记 ) ; 且 其 中 至 
少 有 一 个 严格 不 等 式 成 立 ; 则 x; 进 基 将 不 会 得 到 非 劣 解 . 
线性 多 目标 规划 单纯 形 算法 的 计算 步 又 ， 
应 用 上 述 定理 ;可 以 构造 求 线性 多 目标 规划 非 先 极点 解 集 的 
单纯 形 法 ,其 步 又 由 图 5. 13 给 出 ， 
例 5.4.6 用 单纯 形 法 求 下 述 问 题 的 所 有 非 劣 极 点 解 . 
f(x) _ 人 十 2 ， 


max 了 一 f(x) 3z 十 | 


5..t. 考 导 区 
区 = {rEFEI|Iz 二 X82T1 十 Xi 守 11， 
[1 
解 ” 加 上 松弛 变量 后 ,约束 条 件 可 写成 


XI 十 芭 : 十 Ts 一 8 

221 十 zt, 十 区 4 一 了 |]， 

Tl 十 立 5 一 8， 

Ty 十 xX 二 6， 
TO f= 1,.,6, 
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令 fi 进 工 .己基 本 
证 生 刻 


在 一 行 民 行 ? 检 监 歼 


Ri 


|! 本 
有 有 一列 习 刚 } 拉 上 晕 旺 
TO Yi 
且 至 水 在 一 个 玉宇 吕 
百 


二 进 基 司 前 基 
直下 同 究 过 的 本 ? 


在 这 下 由 大 点 
中 找 出 十 败 解 


记 为 2 


记 伴 莫 洛 解 区 


r 一 r 一 1 


i 


1 


存在 未 研究 过 的 
他 起 来 的 孝 


停 


芋 在 癌 庙 
国人 


堵 财 让 己基 和 成 并 


存在 不 能 和 罕 阅 展 比 较 入 
级 检 天 数 辣 本 | ; ; 
记 Fs 
看 再 所 有 江 样 本 
+ 进 基 后 的 基 


I 5 13 
首先 找到 -个 初始 基本 可 行 解 x 一 (5.1,2.0,0.5) .对 应 的 初始 
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单纯 形 表 为 


(5. 29) 


在 解法 的 第 44 步 (图 5, 13) ,六 的 非 基 变量 检验 数 (rsyzrss) 一 (]， 
1)>>0x2 是 疡 的 唯一 极 大 点 ,因而 是 雪 目 标 规 划 的 非 劣 极点 解 . 
在 第 94 步 ,rs 可 以 进 基 ,在 第 13 步 xs 进 基 ,得 基本 可 行 解 + 二 
(3,5;0,012,1) ,相应 的 单纯 形 表 为 


XI Te 2 Te Ts Te $ 
xlo0 0 1 ~1 1 0 2 
xXxz19 1 2 -1 0 0 5 
TI|l1 0 —1 1 0 0 3 {5, 30) 
zs|10 0 21 0 1 1 
AAI 0 3 -10 0 13 
fio 0 1 2 0 0 14 
第 6 步 解 辅助 问题 : 


max 了 一 站 十 如 
s.t。 2 十 2r 一 合 一 13， 
3zl 十 zs 一 如 一 14， 
二 和 区 
1 0 
得 到 maxV 一 0; 因 此 x 中 是 非 劣 极点 解 . 在 第 94 步 与 第 11 步 ，z 
可 以 进 基 , 且 进 基 后 的 新 基 是 未 研究 过 的 . 在 第 13 步 , 令 zx, 进 基 ， 
基本 可 行 解 为 x9= (2.6,0,1,3,0) ,单纯 形 表 为 
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因为 户 的 非 基 变 量 检 验 数 (rmt 一 (1 ,10x9 是 广 的 唯一 
极 大 点 ,因而 是 非 劣 极点 解 . 直至 计算 终结 ,得 不 到 其 它 非 劣 极点 
解 .已 经 得 到 的 三 个 非 劣 极点 解 x ,x 与 x 分 别 在 图 5. 14Ca》 
的 Cri ;xo) 平 面 及 图 5.1405) 的 Cf ,fs) 平 面 上 用 B,C,D 三 点 表 
示 , 从 图 可 以 看 出 ,折线 成 万 是 非 劣 集 . B,C,D 三 点 是 全 部 非 劣 极 
点 解 . 


Ts 


图 5.14 


5.4.2 寻求 线性 多 目标 规划 相 邻 非 沙 极点 解 的 方法 
下 面 介 绍 求 一 个 非 省 极点 解 的 所 有 相 邻 非 劣 极点 解 的 方法 ， 
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这 个 方法 对 以 后 要 讲 的 交互 法 是 有 用 的 . 设 已 知 线性 多 目标 规划 
为 (5. 24) .5. 25), 即 
(VLPY max ex: 
号 .在 。 x EX {x € ED an = bi em, 
xz, 六 0 一 1)}， 

其 中 是 疡 xp 矩阵 

定义 5. 和 7 设 x9 是 (VLP7? 的 一 个 非 光 极点 解 , 满足 下 列 两 
个 条 件 的 如 7" 称 为 2 的 相 邻 非 劣 极点 解 . 

(1) x 中 是 由 x 中 的 一 个 非 基 变量 x, 进 基 后 得 到 的 另 一 个 极 
点 ， 

(2) 任何 * 一 sr 由 十 (一 ax，0<a< 委 1 ,都 是 (VLP)7 的 非 劣 
解 . 

上 述 非 基 变量 x, 称 为 有 效 变 量 (efficient variable) ,x 中 的 所 
有 有 效 变 量 的 集 称 为 有 效 变量 集 (efficient variable set), 记 作 
ry. 

定理 5.4.8 设 x" 是 (VLP) 的 非 劣 极点 解 , 则 x 是 x 的 
相 邻 非 劣 极点 解 的 充 要 条 件 是 

(1 x 是 由 x 个 的 一 个 非 基 变量 r 进 基 后 得 到 的 另 一 个 横 
点 . 

(2) 存在 w= 二 (tpl yo0p) 六 0; 使 x 中 与 x 个 都 是 加 权 间 亚 


器 nm 

、 

Piw)y max Wx 二 Dw DJ ess 
一 1 ji=1 


gs.t。 XX 到 
的 最 优 解 . 
上 述 定义 5.4.8 与 定理 5. 4.9 中 的 条 件 使 用 不 方便 ,下 面 给 出 
一 个 求 相 邻 非 劣 级 点 解 的 实用 方法 . 这 里 要 用 到 CVLP) 的 单纯 形 表 
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T(r 中 (家 5.3) 及 加 权 向 题 POw) 在 x 中 的 单纯 形 表 中 的 检验 数 
Ti 一 DR j= 二 ln 
这 里 zj 是 (VLP) 单 纯 形 表 Tx") 中 的 检验 数 ， 
定理 5.4.9 已 知 x 中 是 (VLP) 的 非 省 极点 解 ; 相 应 的 单纯 形 
表 为 了 T(x) ,车 对 于 其 个 非 基 变量 x ,问题 


从 = mines 


a 
号 ,上 一 > x 十 €; 一 如 ,了 一 入 十 los ss 
1 一 


np 
Dw 二 1， 


Ww Or = ly ps 
0,j =m 二 1 n. 
有 最 优 解 (wr,… ,ws) 守 0, 且 最 优 值 =0; 则 x 进 基 后 所 得 的 极 
点 x 中 是 x 中 的 相 邻 非 省 极点 解 ,zi 是 有 效 变 量 ， 
用 定理 5.4. 10 提供 的 方法 ,逐个 检查 所 有 非 基 变 量 , 可 雇 得 
到 xc 的 所 有 相 邻 非 劣 极点 解 . 
例 5.4.10 已 知 xz20=[6 0 0 是 


0 1 Tl 
max r= |2 3 0 |izx:|; (5. 31) 
站 一 


s.t. 十 rs 6， 
-证 < 3， 


Tl 十 :一 Ty 4; 


Kis TerTs 2 0 
的 一 个 非 劣 极点 解 , 求 与 它 相 邻 的 所 有 非 劣 极点 解 ， 
解 ” 对 三 个 约束 条 件 引进 松弛 变量 x,、x; 与 zs 以 后 ,可 以 得 


到 在 x" 处 的 单纯 形 表 5. 4 
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因为 非 基 变 量 z, 的 检验 数列 (日,2,3)" 守 0, 按 定理 5.4. 5,z 不 能 
进 基 ,只 考虑 rz 与 x; 进 基 的 可 能 性 . 对 于 ! 一 2 与 /=3 分 别 求 解 


他 一 Iminely 
st. ww 十 We 一 3ro3 十 总 = 人 0, 
bi 一 2 十 局 = D0, 
一 Ww 2 一 dts 十 外 一 
wi 十 ws 十 Ww = 1， 
TT yyEzyEsyeEt 2 0， 
最 优 解 是 Cw ,wes srw 135) 一 二 ,语法 0,0, 宫 ;而且 是 /二 


2 与 { 一 3 两 个 问题 的 最 优 解 ， 并 有 8, = 二 0,6; 二 0; 根 据 定理 
5. 4. 10;zz 与 zs 都 是 有 效 变 量 , 有 效 变量 集 是 (x) 一 12,31,zs 
与 x; 分 别 进 基 后 得 到 的 极点 解 Y 衬 一 (3 3 10) 与 x 一 (6,0,2)T 
都 是 x 的 相 邻 非 劣 极点 解 . 

可 以 验证 xX" ,i=]1,2,3 都 是 加 权 问 题 


Kl 
PCOw) max Fx) — Sw f(x) 
了 四 上 
一 羡 放 Ce) 十 站 六 Go 十 南 六 (9 


一 二 (15m + 15z。); 
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Ss,t。 EE 
的 最 优 解 ,最 优 函 数值 为 Cr 二 F(x 个) 一 F(x ) 二 90/8. 从 图 
5. 15 了 世 可 以 看 出 ,x 中 ,x 中 与 x 史 在 F(x) 的 等 值 面 上 . 


XD 帮 ， 个 到 
” ) T=,3,0) 


KT=(60,0) 


图 5.15 


5.5 解 多 目标 规划 的 交互 法 


交互 法 (interactive method) 是 一 类 需要 在 解 题 过 程 中 与 决策 
者 对 话 的 方法 ,通常 通过 人 机 对 话 来 实现 ,因为 计算 量 较 小 ,有 决 
策 者 参加 ,是 比较 有 效 的 方法 . 下面 介绍 几 种 交互 法 ， 


5.5.1 Geoffrion 方法 


Geoffrion 方法 是 非 线性 规划 中 Frank-Wolfe 方法 (简称 F-W 
方法 ) 在 多 目标 规划 中 的 应 用 . 若 线 性 约束 多 目标 规划 为 
(VLCP) max[ f(r}, f(x) ]; 
Ss. t+. Dox, = bf = 1 oo, 


Xi 07 一 ly 
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可 行 集 X = {x € Fl Da = bi = oe mr 0， 


j=1,"* ,nn}. 车 已 知 (VILCP) 决 策 者 的 效用 函数 C7， …, fp》《 定 
义 5. 2. .9) ,只 要 求 出 非 线性 规划 
max TPR) 
st XE 
的 最 忧 解 就 得 到 最 终 解 了 .但 在 很 多 实际 问题 中 不 知道 U 的 表达 
式 , 但 可 以 得 到 边际 替代 率 ( 见 定义 5. 2.14) 的 信息 ,也 就 是 关于 
at7r/ar; 的 信息 ,利用 这 些 信息 使 问题 得 到 解决 . 此 法 的 每 一 次 选 
代 已 知 一 个 可 行 解 zx ,然后 求解 一 个 线性 规划 
mAax 3 3 ct 
i i rr 《5. 34) 
EE 


(5. 33) 


因为 不 知道 全 | 而 有 困难 ,但 由 (5. 6) 可知 
aU 
纯 = mp lj lp 了 天 人 
dr it 


这 里 吕 纺 是 边际 入 代 率 ， 对 某 些 问题 ,决策 者 可 以 提供 m 所 的 值 ， 
则 55, 34) 的 目标 函数 可 以 简化 


"a0 _ulaU a 
之 Br 四 一 > 和 2 af; 如 | a 
avU 
aU 2 | 37 af x) 
-| 元 | 3 aU dr 
af， 四 


-> 


这 里 /是 1,…, 户 中 任 一 数 ,为 了 方便 ,不 妨 设 1 二 1, 在 忽略 常数 因 
“338 。 


子 | 路】 内 后 ,(6. 34) 可 以 改写 为 


人 ， 
max 5)| Sm 0 Eh 这 7) Yis (5, 35) 


St CY EX. 《5. 36) 
这 里 y; 的 系数 是 已 知 数 ,这 是 一 个 可 以 求解 的 线性 规划 问题 . 
Geoffrion 方法 的 计算 步 又， 
(1) 求 出 CVLCP) 的 一 个 初始 可 行 点 Xx 下, 令 衣 二 1, 
C2) 求 搜索 方向 ”在 第 点 次 渤 代 ,将 已 求 出 的 多 代 点 x 的 目 
标 函 数值 f(x"“) 提 供给 决策 者 ,并 要 求 决策 者 考虑 ,在 这 种 水 平 
的 目标 下 ， 轩 训 用 减少 多 少 音信 个 玉 值 以 换取 fj 增加 1 个 单位 ， 


这 个 值 就 是 边际 替代 率 m 全 一 Ee ,请 决策 者 估 出 所 有 的 吉 吕 ,J 


二 2,3,"; 户 ; 并 规定 m 凡 二 1 ,然后 求 出 线性 规划 (5. 35》)、(5., 36) 的 
最 优 解 7? 中. 以 dd 外 ==y 中 一 x 中 帮 为 搜索 方向 . 
(3) 一 维 搜索 ”以 4 作为 步 长 因子 ,0 志 4 所 1, 将 [0,117 等 分 


(一 般 令 /一 10), 把 4 一 0， 二 三 ,1 分别 代入 (PCrwe 十 1)， 


十 A)) 并 得 出 i 十 1 组 目标 值 ,请 决策 者 从 中 选 出 最 满 
意 的 一 组 , 记 此 组 的 4 值 为 2, 以 A 作为 最 优 步 长 , 令 
TT 十 Xd 
(4) 终止 判断 ”车 上 x 一 x < 之 #8, 则 认为 x 中 是 最 终 解 ， 
停止 计算 ;否则 , 令 直 = 此 十 1: 转 (C2)， 


5.5.2 逐步 法 


逐步 法 (step method;, 简 记 为 STEM) 是 1971 年 Benayoun 等 

人 提出 的 解 线性 多 目标 规划 的 一 种 交互 式 迁 代 法 . 此 法 是 在 基 种 

范 数 下 求 距 理想 点 最 短 的 点 . 在 每 次 选 代 中 ,分 析 者 向 决策 者 提供 

试验 解 及 相应 的 目标 郴 数 值 ,请 决策 者 指出 哪 一 个 目标 值 应 该 增 
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加 , 哪 一 个 目标 值 可 以 减少 , 分 析 者 根据 决策 者 的 意图 ,增添 新 的 
约束 , 求 新 的 试验 解 ,进入 下 一 次 迭代 . 这 样 逐 步 铬 改 ,直到 求 出 使 
决策 者 满意 的 最 终 解 为 止 . 若 目 标 轿 数 的 个 数 是 ,此 法 一 般 只 进 
行 户 次 欠 代 .请 次 迭代 以 后 仍 没 有 找到 满意 的 解 , 此 法 失败 ,应 该 
改 用 其 它 方法 . 

定义 5.$.1 给 定 权 向 量 w= (tw ytwp) ww 这 0,1 二 1 ， 
ps 在 六 范 数 下 二 点 f= Chi ;fp) 与 M = Gn ,mp) 之 间 的 距 
离 为 

If— MI = ,max {wlfi — Ml). 


设 线性 多 目标 规划 为 
{VLPY mAX [EF CX) Fe f(x) 1; 


5.t,. EXC— {x € 五 "| DJ aux; = b= 1 ms 
| 


zj 0,j = 1 


其 中 
fr) = Des 一] 
站 | 
逐步 法 的 计算 步 难 ; 
《1) 建立 支付 表 求 
max f(x)s 
s.t, 大 伺 旋 
的 极 大 点 ,j= 二 1,…, 记 . 建立 下 述 支 付 表 
训 #5.5 
fs ~ 三 
Fr) Fat) flr) 
x) ft:) xz) 


Fe 
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各 列 的 极 大 值 为 M,= f/f; (x) = maxf,(x), j=1, pM= 
(ad ,MM,) 为 理想 点 , 又 记 各 列 的 极 小 值 为 m= min fx), 
j 二 1 sp, 令 丰 二 1, 转 (2) 

(2) 求 第 上 次 选 代 点 ”在 第 上 次 迭代 时 ,在 缩小 的 可 行 集 
4《 当 有 一 1 时 革 中 一 站 成 六 1 时 ; 革 中 由 后 面 (5, 42) 给 出 } 中 求 距 
理想 点 最 近 的 点 , 即 求解 


min max {zoi[Lad; CO— f(x)]}; (5. 37) 
天 
Ss,.t, ED, 
这 里 
Te 一 -全 ,一 lp ‘5, 38) 
Da 
f=1 
其 中 


(5. 39) 
cx 是 线性 目标 函数 f(x) 的 系数 . 由 (45. 38) 给 出 的 zw 叫 权 因 于 ,re 


>>0, 且 Dw, = 上 问题 (5. 37) 是 一 个 极 小 - 极 大 问题 ,引进 新 的 
辅助 变量 ; 以 后 ,这 个 问题 与 下 述 线性 规划 等 价 ， 


min As 《5. 40) 
st wlM) — SJ EN j= 1 sp, 
XE 人， | (5. 41) 
A 之 0. 


求 出 该 问题 的 最 优 解 x 中 及 A”, 计算 出 相应 的 目标 阻 数值 
i ,fox ). 
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(3) 与 决策 者 对 话 
把 目标 函数 值 /Cx 中) ,i 二 1,…, 思 提供 给 决策 者 . 1) 若 决策 
者 对 这 组 目标 信 宪 示 满 意 , 则 x 个 是 最 终 解 ,停止 计算 ;2) 若 决策 
者 对 所 有 的 目标 值 都 不 满意 , 则 此 法 失败 ,停止 计算 ;3) 若 决 策 者 
对 一 部 分 目标 值 满意 , 对 另 一 部 分 目标 值 不 满意 , 则 进一步 要 求 决 
策 者 在 满意 的 目标 中 选 一 个 目标 方 . ,并 给 出 一 个 可 以 牺牲 的 量 
A 六 ,意思 是 愿意 让 万: (xb ) 减 少 A 广 :以 换取 其 他 不 满意 目标 的 
增长 , 为 此 ,添加 新 约束 ,并 令 有 一 上 十 1, 规 定 
= EE) A 
TAR AX DD = pj A }. (5.42) 
令 忆 :一 0. 若 开关, 停止 计算 ,此 法 失败 ;否则 , 转 (2)， 
例 5.5.2 用 逐步 法 求解 多 目标 规划 (5. 12), (5. 13) 
解 (1) 建立 支付 表 


max/i (x) ! 一 19 一 113 一 
求 出 。，xc 的 最 优 解 x 一 《5,0?， 六 (zx )=10, f(x > 一 


max 六 (xz) 
一 5, 再 求 出 。 (yex 


14. 支付 表 是 


的 最 优 解 x 二 {1,5) (一 一 3 一 


二 列 的 最 大 值 与 最 小 值 是 好 ,一 10, 和 一 一 3 一 14:m2 一 一 5. 
(2) 求 迁 代 点 
按 (5. 38) 与 (5. 39) 计 算出 : 
a 一 0.581，as = 0.429yro 一 0.575:ros = 0, 425. 


解 下 述 线性 规划 
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min As 
St O575C10 27 oH X22) C4A0，, 
0.423714 十 ;一 37:) 一 AA0， 
IEXV =X= {EE|—zr 二 7 和 4， 
TI 二 0 和 TT 之 5}， 
14 痉 0. 
得 到 最 优 解 xz 一 (4 8014. 20)1 CA Cr), fxn) = (5. 40， 
7. 80), 
(3) 与 决策 者 对 话 
决策 者 对 第 一 个 目标 值 六 (x 一 5.40 不 满意 ,认为 本 小 了 ， 
对 folx"m) 满 意 , 并 且 认 为 即使 咸 少 0.5 个 单位 也 可 以 ,希望 通过 
减少 f; 的 值 来 换取 提高 万 的 值 , 令 六 二 2, 人 Af 一 1 一 0.5, 按 
规定 aj* ==a; 二 0, 
XY {EXRVIAC) = Zr — rs 5, 40, 
fx) =— x+ dr 7 30}, 
肯 二 中 十 2, 转 (2). 
(2) 求 第 二 次 迭代 点 
求 出 和 = 二 0.581; 已 知 w= 二 0, 求 出 名 二 1,rws 一 0. 求解 线性 规 
划 
min As 
st lfio0 一 2r 十 Ta) 一 外 去 0， 
(Xiyxae) E KX, 
A 0, 
得 到 最 优 解 r= (C4. 925 ,4. 075) ,CA Cx), f(x 2))=(5, 775, 
7, 30) 
《3) 与 决策 者 对 话 
将 x2 与 目标 值 广 (xz2) 与 请 xz) 提供 给 决策 者 ,决策 者 表 
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示 满 意 , 因 此 * 22 是 最 终 解 ,停止 计算 ， 
5, 5, 3 Zionts-Wallenius 方法 


这 是 Zionts 与 Wallenius 在 1976 年 提出 的 一 种 交互 法 ,主要 
用 于 解 线性 多 目标 规划 . 
设 线性 多 目标 规划 为 
(VLPY max Fr) = crx: {5. 43) 
s.t. YEX= {x € E"| Yasx, =b = 1 


ji 


XX; 这 0,j 一 1 《5. 44) 
其 中 
fx) = (XN), 
上 日 Cn 
2 一 | 
gl Cpr 
显然 有 
fr) 一 De = ] ，… ,p. 
假设 决策 者 有 ( 隐 合 的 ) 线 性 的 效用 函数 


产 
Uf fo) = Dwfilx), (5, 45) 
im1 


其 中 记 >>0 一 1 加, 且 Dw, 一 1, 这 里 所 有 w; 是 未 知 的 权 因 
子 . 求 此 问题 的 最 终 解 实质 上 就 是 求 


Ea 
max UCF (RY FR) = Dw fx); 
i 《5. 46) 


St 者 息 着 
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的 最 优 解 . 这 个 方法 的 特点 是 ,通过 与 决策 者 对 话 , 了 解 关 于 效用 
函数 的 信息 ,逐步 找 出 合适 的 权 因 子 tt 一 1 户 ). 每 次 选 代 ， 
求 一 个 非 劣 极点 解 xz 史 及 相应 的 有 效 变 量 (定义 5.4.8)z ,决策 者 
是 否 欢迎 x 进 基 ,可 以 由 Ar>0 或 上 7r<0 表 未, 这 里 Ar 是 当 


增加 1 个 单位 时 辟 的 增 量 ,AD = — Dre ;其 中 起 是 x 中 的 单 


纯 形 表 5.6 中 的 检验 数 , 从 一 系列 AU 的 不 等 式 可 得 到 一 系列 mo 
的 不 等 式 ,从 而 可 以 逐步 缩小 rw 的 变化 范围 ， 


纪 5.6 单 纺 形 表 了 ir》 


+1 | I 


Zionts-Wallenius 方法 的 计算 步 观 ， 
下 

(1) 令 AD={m ww EE | >0i—l ep, Dw, 一 
zel 


}, 任 选 Cw 人 ww)EAM. 令 衣 ==1, 
(2) 用 线性 规划 单纯 形 法 求解 加 权 问 题 


Fz 
max Dw fx) 
ji 


s.t, 世态. 
得 最 优 解 wo , 它 是 (VLP) 的 非 劣 极点 解 ,相应 的 单纯 形 表 是 表 
5.6 的 了 (xc )， 
(3) 求 有 效 变量 集 
用 5.4.2 中 的 方法 求 出 x 中“ 的 所 有 有 效 变量 及 有 效 变量 集 
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dr), 

(4) 与 决策 者 对 话 

每 个 有 效 变 量 x 在 单纯 形 表 (x) 中 有 检验 数 zu,i = 二 1， 
1 户 ;向 决策 者 提问 :“ 你 是 否 愿意 接受 六 (Xx) 减少 mu 个 单位 ,六 
(x 中 ) 减 少 wa 个 单位 ,… 了 《x 中 ) 减 少 rw 个 单位 ?决策 者 的 回答 
有 三 个 可 能 福 ,; “是 ”“ 否 "或 “我 不 知道 ”车 对 于 所 有 的 有 效 变量 
ZETCX*), 抉 策 者 对 上 述 问 题 的 回答 邦 是 ^ 否 ”, 表 示 决 策 者 不 愿 
改动 非 劣 极点 解 x , 则 x 近 是 最 终 解 ,停止 计算 ;否则 ,分 三 种 情 
况 : 

1) 对 回答 为 “是 ”前 二 ,构造 不 等 式 


Suir, < 一 人 
2) 对 回答 为 “次 ”的 ”构造 不 等 式 
Sa 2 Es 
四 
3) 对 回答 为 "我 不 知道 ?的 zs 构造 等 式 Dj rw 二 0, 转 (5)， 


(5) 求 新 的 权 因 子 
构造 44 委 49 ,wp) EE AT? 应 满足 下 述 条 件 ; 


> i < 一 5， 
| [Ep 


p 
> nw; 六 6 
5 一 人 
pp 
> i — 人 0， 
tm | 


To > Ef = Lp, 
求 一 组 (ttt v0) 亡 A440, 令 表 一 明 十 1, 转 (2)， 
例 5.5.3 用 Zionts-Wallenius 方法 求解 问题 (5.31)， 
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(5. 32). 


fr) 1 0 1 Ai 
max |- 0X 一 : 3 0 吕 
3 9 一 3 


st, ER= {EF|r 二 i 6T 和 3， 
Tl 十 XY: 一 让 生生 人 | 
解 一 般 情况 下 决策 者 效用 函数 的 表达 式 是 不 知道 的 ,但 本 
例 为 了 说 明 问 题 , 假 设 它 是 已 知 的 ,其 表达 式 为 
EC fis fy) = 0.1f + 0.8f; + 0.17,. 
下 面 来 求解 . 


(1) 选 定 一 组 初 值 wi 一 地,i==1,2,3, 令 k=1. 
(2) 解 加 权 问 题 


3 
max > to 万 Ge) 
iml 


s.t,xEAX. 
得 到 非 劣 极点 解 x ?二 (<6,0,0)", 相 应 的 单纯 形 表 见 上 一 节 的 表 
5. 和 ,此 时 (让 ,ff;13) 一 (6,12,18). 

(3) 例 5.4, 10 已 经 求 出 x 中 的 有 效 变量 为 zi 与 z3. 

(4) 与 决策 者 对 话 ” 考 虚 x; 进 基 ,因为 单纯 形 表 中 zx; 的 检验 
数 为 xys 二 1 ,rw 一 一 1,x3z 一 3, 问 决策 者 ; 你 愿意 让 减少 1 个 单 
位 ,f; 增加 1 个 单位 ,三 减少 3 个 单位 吗 ? 决策 者 考虑 AU = 
0.1( 一 1) 十 0.8(1) 十 0.1( 一 3) 一 0.4>0, 效益 增 长 ,因此 阿 答 为 
“是 ” 再 考虑 xz; 进 基 , 因 为 ws== 一 1 ;7ss 二 0 ,za 一 2, 问 决 策 者 : 你 
愿意 f 增加 1 个 单位 ,fi 不 动 ,fi; 减少 3 个 单位 吗 ? 因为 AU = 
0, 1(1) 十 0. 800) 十 0. 1( 一 3) 二 一 0.2< 之 0, 效 益 减 少 ,回答 “ 否 ” 根 
据 这 些 回 管 ,构造 不 等 式 组 
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Wi Ww 二 3r0 SE €£, 
— wl 十 2 之 E， 
zt 十 to 十 2 一 ]， 
wi 2 Ef = 23. 
这 里 令 < 一 0, 01. 
(5) 求 得 上 述 不 等 式 组 的 一 个 可 行 解 (pp ro) 二 
《0. 1 ,0. 75,0. 1) , 令 有 一 上 十 1 一 2, 转 (2). 
(2) 解 


3 
max > lw? f(r), 
1 一 ] 


» 
3 
3 
2 
3 


15 
9 


(3) 求 有 效 变量 x 的 检验 数 都 大 于 零 ,由 定理 5.4.5 x 不 
能 进 基 ,xs 进 基 后 将 得 到 已 考 虚 过 的 极点 x, 应 放弃 , 经 过 计算 ， 
得 到 rs 有 是 有 效 变 量 . 

(4) 与 决策 者 对 话 ,因为 x; 的 检验 数列 为 (一 1,01,2)", 间 ; 你 
愿 不 愿意 增加 1 个 单位 , 记 不 动 ,减少 2 个 单位 .因为 

Ar = 0.1C) 十 0.8(0) 十 0 一念 = 一 和 1 二 9， 
决策 者 回答 * 否 ”, 这 样 最 终 解 是 x. 
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5. 5- 4 代替 价值 交换 法 


代 莹 价 信 交换 法 (surrogate worth trade-off method ) 是 
Haimes 等 人 提出 的 一 种 交互 法 . 此 法 在 与 决策 者 对 话 时 ,要求 他 
对 所 提供 的 非 劣 解 及 相应 的 交换 率 5Lagrange 乘 子 ) 做 出 评价 , 依 
据 这 些 评 价 ,再 求 出 新 的 非 劣 解 ,直到 决策 者 满意 为 止 . 先 介绍 预 
备 知 识 : 

1 Lagrange 乘 子 的 一 些 性 质 

设 多 目标 规划 问题 为 
(VOP)Y max [f(x fx)], 

St XERXR= (XE Elg(X) RO, = 1 ,nt). 
对 于 选 定 的 &,(VOP)? 的 约束 问题 是 
P(e,) max f(r)s {5. 47) 
St Ej = 1 pj 上 
BF EO 一 1 ny. 
这 里 == 《El 9 EL EEH19 Ep) ,这 些 €; 是 给 定 的 下 界 ， 对 于 给 
定 的 6, 可 以 求 出 Pits) 的 最 优 解 x 及 相应 的 Lagrange 乘 子 mu 与 
占 满足 最 优 性 条 件 


ThE 十 Dm VC) — Dp TEN) 一 0， 
i=1 i=l 


jk 


| (5. 48) 


xf RY 一 el] = On S05F = 1 pj 
二 0， 六 05 二 1; 枫 ， 

(5. 49) 

定义 5.5.4 车 存在 6>0, 使 x' 是 (VOP) 在 XNNCx* ,8) 一 

{x€E | x 一 x 中 过 人 内 的 非 劣 解 ( 即 不 存在 另 一 个 xEXN 

Nx ,全 使 户 () 宇 Cr 二 1 ym 成立); 则 称 x* 是 CVOP) 

的 一 个 局 部 非 劣 解 (local noninferior solution ). 局 部 非 洛 解 的 集 
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叫 局 部 非 劣 集 - 

定理 5.5.5 车 问题 (VOP) 中 所 有 /与 g, 都 基 二 阶 连续 可 
微 久 数 ,x 是 约 东 问题 Pa) 的 最 优 解 ,ro 与 上 是 相应 的 Lagrange 
乘 子 , 他 们 满足 最 优 性 条 件 (5. 49 ,假设 

(1) 是 PCe) 的 可 行 集 的 正则 点 (定义 5.2 16); 

(2) 满足 Piey 的 二 阶 最 优 性 充分 条 件 ; 

(3) 若 gD 一 0, 则 记 疡 0,1 二 11 ,ms 

C4) Fr)—e HB a>0, i=l, ,pjR. 
则 在 目标 空间 中 的 点 (F101 了 5p) 二 CCX) ,了 (x)) 的 一 个 邻 域 
上 ,CVOP) 的 局 部 非 劣 集 可 议 用 函数 太一 万 (站 
… ,ff) 表 示 ,: 且 
四 

9 j 

上 式 害 示 ,Lagrange 恢 子 zw 是 目标 记 对 目标 ff 在 局 部 非 劣 
集 上 的 交换 率 ( 定 义 5. 2.13), 即 在 局 部 非 劣 集 上 :, 当 其 他 目标 值 
不 动 时 , 户 对 f; 的 变化 率 是 一 zw 

2 代替 价值 函数 

已 知 一 个 非 劣 解 *, 目 标 水 数值 (x) 六 CC) 及 Lagrange 
乘 子 wj 以 后 ,向 决策 者 提问 “在 目标 值 冯 六 (xX) ,… ,f(xX) 时 ,你 愿 
意 ff; 增加 1 个 单位 ,其 他 目标 值 不 动 ,h 减少 邮 个 单位 吗 ? ?决策 
者 用 给 代替 价值 函数 wix) 荆 值 来 回答 何 题 . 

规定 wi x) ( 简 记 为 wi,) 取 值 的 范围 是 一 10 到 十 10 之 间 的 
整数 , 取 值 的 含意 是 ; 

(1) 若 决策 者 同意 上 述 交 换 ,应 给 zo, 峰 正 值 ,ww 的 值 僵 大 表 
示意 赞成 . 

(2) 车 决策 者 赞成 反 向 的 交换 , 即 先 成 用 f; 减少 1 个 单位 使 
EA 增加 x 个 单位 ;应 给 wo 赋 负 值 ， [ew | 的 值 意 大 表示 意 赞 成. 
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(3) 车 对 上 述 两 种 交换 剖 不 赞成 , 令 wj 二 0. 

对 这 个 非 劣 解 +, 决策 者 要 对 户 一 ] 个 wwwsj 二 1，*…, 记 p,j 关 此 ， 
赋值 . 车 所 有 的 w(x) 二 0, 表 示 决 策 者 对 这 组 目标 值 满意 ,x 是 最 
终 解 ;和 否则, 膏 设法 构造 出 使 所 有 wi 都 等 于 0 的 非 劣 解 来 . 

在 p= 二 2 时 ,代替 价值 函数 zw 有 几何 解释 ,在 图 5.16 中 ,入 
是 非 洛 集 , 上 ,上 与 L; 是 等 效用 曲线 ,A 是非 劣 点 ;x 是 相应 的 拉 
格 度 日 冬 子 ,zi 表示 NN 在 4 点 的 负 和 斜率 , 可 以 看 出 ,此 斜率 比 工 ， 
在 4 点 的 斜率 小 ( 指 绝 对 值 ),; 因 此 决策 者 麻 意 有 增加 , 令 rs 全 
0. 而 在 非 洛 点 8, 非 劣 集 NN 的 射 率 比 等 效用 曲线 的 斜率 大 , 决 
策 者 愿意 广 减少 , 令 ma<0. 


fr: 


wa>0 = wd 


] 
效用 函数 
2 
A 


fi 


图 5.16 


代替 价值 交换 法 的 计算 步 又: 
求解 多 目标 规划 (VOP) 的 步 又 是 ; 
《1) 求 目 标 函 数 的 极 小 值 与 极 太 值 ” 违 一 个 fx? 作为 主要 
的 目标 函数 , 选 定 以 后 ,就 不 再 改变 . 然后 ,分 别 求 
min f(r); max f(r), 
Sst. XERN, st 人 
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的 最 优 解 ,得 到 万 (rc 的 极 小 值 ze 与 极 大 值 一 1 入 

(2) 求 非 污 解 ”构造 约束 问题 
Pi(é,) max f(x)s 

St, fe j= 1 psi FA， 
BR) EO = rm, 
这 里 && 二 (e100 y5i60419 188) 8) 一 Mj; 一 5( 给 定 6 计 0), 是 选 定 
的 下 界 . 求 Pi(s) 的 最 优 解 及 相应 的 Lagrange 乘 子 ww: 在 一 定 的 
条 件 下 (定理 5. 3.5 或 定理 5. 3. 6) ,此 最 优 解 是 (VOP) 的 非 劣 解 ， 
变动 参数 6yj 一 1 :pp:j 隆 上 分别 求解 Pte) ,可 得 一 系列 非 洛 
解 及 相应 的 Lagrange 乘 子 . 

(3) 决策 者 给 代替 价值 函数 赋值 ”将 上 述 每 个 非 劣 解 x, 目 标 
函数 值 fj(00) ,j=1,…,p; 及 相应 的 Lagrange 乘 子 zi,( 六 仆 提 殿 
给 决策 者 ,要 求 他 对 代替 价值 函数 wj 二 1,…, 记 ,j 子 上, 赋值 ， 

(4) 求 最 终 解 ”车 对 某 个 非 劣 解 ,决策 者 所 赋 的 ww 一 0 一 
1,…; 户 ;j 了 上; 则 此 非 洗 解 是 决策 者 满意 的 最 终 解 ,停止 计算 . 否 
则 ,用 回归 分 析 方 法 ,建立 代替 价值 函数 的 近似 表达 式 

wn = wo fi fr fir fo) sj = 1 pj Ek. 
求解 方程 组 

wo Cf fe fr fs) = 0 = 1 pi 

《5. 50) 

得 到 解 (并 让) 4; 念 司 一 万， 一 1 ' 记 1j7k: 求 
解 

max f(x): 

St fr) ej = 1 py A 

BR) EO = 1 sm 
得 最 优 解 x* 及 相应 的 Lagrange 乘 子 故 >0, 请 决策 者 对 
《fCx' )，… ,了 f(x" )) 和 进行 评议 . 若 决策 者 认为 这 是 最 终 解 ,停工 
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计算 ; 否则, 转 (2), 求 更 多 的 非 劣 解 ,重复 这 个 过 程 , 直 到 求 出 最 终 
解 为 止 . 
注 1 若 (5.50) 无 可 行 解 , 求 更 多 的 非 劣 解 ,继续 执行 这 个 算 
法 . . 
注 2 车 对 茶 组 参数 ,Pi(s) 无 解 ,或 有 最 优 解 但 出 现 某 些 
ru 一 0 此 时 应 抛弃 这 组 参数 , 换 一 组 参数 ,继续 执行 此 算法 . 
例 5.5.6 用 代替 价值 函数 法 求解 
max LA CY) FPC，PmCr)]i 
sf. TERXR= {= (rT) EE FIO 和 RT E30 Ts 
其 中 
AF) = Cm (x — 2), 
fr) 一 一 一 rz， 
fx) =— x — xs. 
解 (1) 选 定 六 (xz) 作 为 主 目标 函数 . 求 出 f(x) 与 f(x) 在 
人 六 上 的 极 小 值 与 极 大 信 为 ms 一 一 5,Mz 一 0,ms 一 一 7, M3 一 0， 
(2) 求 非 尖 解 ” 给 定 &,& 的 若 于 组 值 满足 mx 寺 s MM ,i 一 2， 
3. 求解 约束 问题 
max f(r} 一 一 (一 3 一 《zz 一 2 (5. 517 
s,t, — Xl XE 
一 4 一 | (5. 52) 
Cr rx) EE 有 
可 求 非 劣 解 .下面 给 出 9 组 有 代表 性 的 (s,ss) 的 值 及 相应 的 最 优 
解 (z ,zx;) ;最 优 函 数值 外 及 Lagrange 乘 子 Xs 与 mi( 表 5. 人 7). 
《3) 给 代 苦 价值 函 数 吴 值 ”将 上 述 各 组 (ff,f;,f;) 与 相应 的 
《xz :Tes) 提 供给 决策 者 ;决策 者 针对 zs 稚 wi 峰值 .针对 zjs 给 tw1s 
赋值 . 所 赋 的 值 见 表 5. 7 的 最 后 二 列 . 
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广 Ti Ta Tl2 TI 了 Te Toa 
0. 063 2.85 1.8 92 ol 一 1 一 5 
O.2]8 2.725 -1.625 0.35 02 一 和 
0. 463 2.6 1, 45 0.5 0.3 一 了 
—0.801 2.475 1.275 0.65 0.4 一 有 


一 1.233 2,38 1.1 D8 0.5 一 4 
一 1.756 2,.225 0.925 095 00 一: 
一 入 373 2.1 0, 75 1. 1 0.7 一 1 
一 3.081 1.975 0575 1.25 0.8 1 
2.65 一 3.883 1.8s 0.4 1.4 0.9 3 


(4) 求 最 终 解 ”因为 表 中 各 非 劣 解 的 ws 与 ws 不 同时 等 于 
0, 这 些 非 劣 解 不 是 最 终 解 . 根据 表 5. 7 的 数据 ,可 以 用 多 元 线性 回 
归 构 造 出 炒 数 wz( 记 ,与 zt ,AD 它们 是 
Wnt fs fs) 一 13.344 + 1.4f: + 2.744f:, 
walfor fa) 一 6.641 + 1.75f; + 0. 54427,, 
令 aaa( 六 六) 一 0 与 ro 六 ) 一 0, 解 党 
fi 一 一 2.72, 有 一 一 3.47. 
用 马 一 亡 = 一 2 72, 色 三方 一 一 3.47 代入 约 东 问题 (5.51)，、 
(5. 52) 中 的 5; 与 ;并 求解 这 个 问题 ,得 到 x“ 一 (1.97:0.75?， 相 
应 的 (六 ,六 , 方 ) 一 (一 2.623, 一 2.72, 一 1. 47), 决 策 者 表示 满 
意 ,zr "是 最 终 解 ， 


5.6 目标 规划 


一 种 特殊 的 多 目标 规划 叫 目标 规划 (goal programming), 这 是 
美国 学 者 Charnes 等 在 1952 年 提出 来 的 . 目标 规划 的 重要 特点 是 对 
各 个 目标 分 级 加 要 与 逐 级 优化 ,这 符合 人 们 处 理 问 题 要 分 别 轻重 组 
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急 . 避 证 重点 的 思考 方式 ,是 目前 应 用 很 广 的 一 种 多 中标 规划 . 
s.6-1 目标 规划 的 一 般 形 式 


目标 规划 与 一 般 多 目标 规划 在 形式 上 有 差别 , 先 举例 说 明 ， 

例 5.6.1 某 木工 小 组 生产 椅子 与 梨子 两 种 产品 ,每 周 生 产 
时 冰 为 48 小 时 ,生产 一 把 椅子 平均 需要 0.4 小 时 ,生产 一 张 桌子 
需要 1 小 时 . 根据 市 场 预测 ,椅子 的 销售 量 为 每 周 60 把 ,桌子 的 销 
售 量 为 每 周 30 张 . 每 把 椅子 的 利润 为 & 元 ,每 张 捍 子 的 利润 为 20 
元 . 在 制定 生产 计划 时 ,组 长 提出 下 述 4 项 目标 : 

(1) 总 利润 最 大 ; 

(2) 工人 加 班 时 间 最 少 ; 

(3) 产量 不 能 超过 市 场 预 测 的 销售 基 ; 

《4) 尽 可 能 满足 市 场 需求 . 

试 建立 这 个 问题 的 数学 模型 . 

解 ” 设 决策 变量 为 

2 一 每 周 椅子 的 产量 

Zz: 二 每 周 桌 于 的 产量 . 
在 建立 模型 时 ,与 组 长 (决策 者 ) 讨 论 这 4 个 目标 的 优先 次 序 是 ; 
产量 不 超过 市 场 预测 ,工人 加 班 时 少 ,总 利润 最 大 ,满足 市 场 需求 ， 

第 一 优先 级 目 标 为 产量 不 超过 市 场 预测 : 即 江 和 60,xs 迁 30， 
我 们 引进 偏差 变量 di ,dr ,dt ,dz ,把 上 述 两 个 不 等 式 收 写 为 等 式 
约束 条 件 | 

x 二 +adr—dt = 60,r td — dt = 30, 

其 中 dt 与 她 叫 正 偏 整 变量 (positive deviational variables) ,di 
与 dz 叫 负 偏 整 变量 Cnegative deviational variables) ,它们 的 含意 
是 

dt = 二 椅子 产量 x 超过 60 把 的 偏差 量 ; 

cd 一 棒子 产量 zi 不 足 60 把 的 偏差 重 ; 
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di 二 桌子 产量 x; 超过 30 张 的 偏差 量 ; 

dz 一 桌子 产量 x; 不 是 30 张 的 偏差 量 ， 
显然 ,dr 守 0,d” 字 0, 且 dia = 二 0,1= 二 1,2, 即 Ai 与 di 中 必 有 一 
个 等 于 0. 例如 ,车 椅子 产量 为 = 二 70 时 , 则 d=10,d7 二 0; 若 江 
二 55, 则 df 一 0,d7 二 5. 引进 偏差 变量 梁 后 ,可 将 目标 zz 达 60 与 
如 所 30 表示 成 两 个 极 小 化 问题 min di 与 min d+# ,并且 可 以 合并 
为 

min at 十 dx ). 

这 基 第 一 优先 级 需要 完成 的 任务 . 

第 二 优先 级 的 目标 是 工人 加 班 时 间 最 少 , 因 椅 子 与 个 子 的 每 
周 产量 是 z 与 z;; 工 人 每 周 工 作 时 间 为 0. 4zi 十 zs 小 时 ,但 规定 
的 标准 是 每 周 工 作 48 小 时 , 即 

0, d+xs di —di =48, 

其 中 dz 为 工作 超过 48 小 时 的 偏差 量 ,ds 为 工作 不 足 48 小 时 的 
偏差 量 , 决策 者 希望 工人 加 班 的 时 间 最 少 , 即 第 二 优先 级 需要 完成 
的 任务 是 

minds. 

第 三 优先 级 的 目标 是 总 利润 最 大 . 当 产 量 是 z 与 zz 时 ,总 利 
渔 为 Sr, 十 20z: ,假设 决策 者 想像 中 的 最 高 利润 为 1500 元 ,建立 约 
束 条 件 

8zri 十 20z: 十 本 一 叶 一 1500. 
决策 者 希望 由 尽 可 能 小 , 即 

fmtinez，， 

这 是 第 三 优先 级 需要 完成 的 任务 . 

第 四 优先 级 目标 是 希望 产量 x 与 xs 尽 可 能 满足 市 场 需 求 ， 
从 前 面 已 经 建立 的 两 个 约 东 条 件 

mdr—adt=60,rt+di —dt =30, 

356 。 


可 饮 看 出 ,这 要 求 di 与 d; 尽 可 能 小 , 另 一 方面 从 灰 客 的 能 度 看 ， 
每 张 课 子 的 重要 性 是 每 把 椅子 重要 性 的 两 倍 , 因 此 希望 减少 dz 
的 应 望 也 是 减少 47 蚂 望 的 两 倍 . 统一 考虑 ,第 四 优先 级 需要 完成 
的 任务 是 

mintadi + 2dr )， 
这 里 , 称 系 数 2 是 dz 的 权 因 子 ,a? 的 权 因 子 是 1. 

特 上 述 四 个 极 小 问题 按 优 先 级 顺序 统一 写成 

mint{alras rasae} 一 {Cdr 十 dt dy di CT 十 2d2 )}, 
总 结 起 来 ,这 个 问题 的 目标 规划 横 型 是 : 

ininfeiyasryessa = {dr 十 本 dt sd 十 23 395 


《5. 53) 
st， 元 +adr — ar =60, 
xs ds — di 一 30， 
总 ， dy 一 d+ 一 48， 
42z1 十 廊 : 十 引 3 | (5. 54) 


38ri+20z+ dr — d+ =1500, 
Ta2 0, 
dt dr 0 C= 132,314. 
目标 规划 的 一 般 形式 是 


min (arr + 全 天 了 一 { Sovdr 二 wd i 了 十 uxdrt }: 
i=l to 


《5. 55) 


(5. 56) 


S. t. fx +adr — dt =&t = En, 
I} 0,7 = lyon 


ar + 0 = ] 2 
这 里 xj 一 1 称 为 决策 变量 (decision variables) ,dr 与 di， 
1 一 1 如 分别 是 正 偏差 变量 与 负 偏差 变量 ,ws 一 > vudr 十 
i1 
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ud 一 1 天 ,是 上 二 与 二 的 线性 基数 , 称 为 完成 函数 
(achievement functions, 其 中 点 是 优先 级 法 的 值 府 小 ,表示 as 合 
重要 . 极 小 化 要 逐 级 进行 ,在 优化 级 时 ;不 党 许 破坏 第 1,… ,第 
上 一 1 级 的 最 优 性 , 玉 是 优先 级 的 个 数 , 系数 wi 与 wi 称 为 权 因 子 . 
f(xX) 称 为 目标 函数 ,6 称 为 目标 值 ,规定 如 写 0. 称 六 Ge 十 中 一心 
一 如 为 约束 条 件 . 

当 所 有 的 目标 函数 都 是 线性 函数 时 , 即 f;(x》 一 a ;一 
1 于 ,1 时, 称 这 种 目标 规划 为 线性 目标 规划 (linear goal pro- 
gramtning) ;车 /xz) 中 有 非 线 性 函数 时 , 则 称 为 非 线性 目标 规划 ， 

在 考虑 用 /iCx) 十 di 一 d? 一 右 来 建立 完成 消 数 时 ,会 有 三 种 
可 能 的 愿望 (1) fr) 实 5 或 (2)f(x) 扩 6 ;或 (3)f(x) 一 .这 三 种 
可 能 性 分 别 可 以 用 极 小 化 偏差 变量 的 一 个 线性 饼 数 ( 见 表 5.8) 来 
完成 

表 5.8 


要 注意 ,只 有 当 mind 一 0 时 ,才能 实现 (x) 这 5; 否则 车 mina 
>0, 就 有 (rz)<6 ,决策 者 的 愿望 不 能 实现 . 其 他 情况 也 类 似 . 


5.6.2 目标 规划 的 图 解法 


训 以 用 图 解法 求解 两 个 决策 变量 的 线性 目标 规划 问题 . 
图 解法 的 计算 步骤 ， 
(1) 设 有 两 个 决策 变量 的 线性 目标 规划 为 
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min ta sar} = { and + di se yuud 十 adr 上 
i=l i=1 


St AT 二 are td — di = B= lm 
TIT DD, 
di sd 0)i = 1 I. 
在 平面 上 画 出 直 钱 am 十 aas 一方: 一 1 的 图 形 . 

(2) 求 出 第 一 优先 级 完成 函数 s 的 最 优 解 集合 . 

(3) 按 上 顺序 求 出 as,a;,… sax 各 级 的 最 优 解 集合 , 求 第 级 最 
优 解 时 ,不 能 破坏 以 前 各 级 (1,2,…, 率 一 1 级 ) 的 最 优 性 . 第 下 级 
的 最 优 解 就 是 目标 规划 的 最 优 解 ， 

例 5.6.2 用 图 解法 求解 下 述 线性 目标 规划 

min{asasraysa} 一 (dt + dt) sat dr (dr + 1,5ds)}; 
s. t,x +dr — dt = 20, 
x dz — di = 40, 
TI 二 Cdi—d = 50, 
x zs+ dr — dt = 80, 
wa 2 0, 
di sd 0;j = 1,2,3,4. 

解 ”求解 过 程 用 图 5. 17 到 图 5. 20 来 表示 ,图 5. 17 中 的 4 条 
直线 分 别 代 表 4 个 约束 条 件 ,在 图 5.18 中 考虑 第 一 优先 级 
min(d 十 时 ) 邻 要 =0 直 一 0, 郴 阴影 部 分 满足 这 个 要 求 ,是 这 
个 极 小 值 问题 的 最 优 解 集 合 . 

然后 ,在 第 一 优先 级 的 最 优 解 集合 中 , 求 第 二 优先 级 的 mindj 
的 最 优 解 ,在 图 5. 18 画 阴 影 部 分 中 找 出 满足 好 一 0 的 点 ,就 得 到 
图 5. 19 中 画 阴 影 部 分 ,这 是 第 二 优先 级 的 最 优 解 集合 . 

考虑 第 三 优先 级 mind? 时 ,在 不 破坏 第 一 .第 二 优先 级 的 最 
忧 性 前 提 下 使 d7 最 小 ;从 图 5. 19 的 画 阴 影 部 分 找 出 使 di 最 小 
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5.17 图 5.18 
的 点 . 人 为 画 阴影 部 分 与 直线 C, 不 相交 ,不 可 能 使 47 一 0. 线段 


4 互 上 所 有 的 点 是 使 必 取 极 小 值 的 点 . 图 5. 20 中 的 AB 线段 表 
示 第 三 优先 级 最 优 解 集合 . 


天 35.19 图 5. 20 


最 后 ,考虑 第 四 优先 级 min《d7 十 1, 5dz ) ,要 在 线段 4B 上 找 
出 min(47 十 1. 5d7 ) 的 解 ,希望 a7 与 di 都 尽 可 能 小 ,但 < 的 权 
因子 1.5 比 4 的 权 因 子 1 大 ,dz 比 dr 重要 , 令 dz =0, 得 到 A 
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点 是 最 优 解 (图 5. 20), 4 点 的 坐标 是 (10,40) ,此 目标 规划 的 最 优 
解 是 x? =10,z2 =40. 
此 时 各 级 完成 凿 数值 是 
(a yandsra) = (dt + di vai ,di dr + 1.5d;) 
={0,0,30,10). 

这 表明 第 一 、 第 二 级 完成 图 数值 都 等 于 零 , 第 三 .第 四 级 完成 函数 
值 大 于 零 . 因此 ,决策 者 第 一 ,二 两 项 愿望 能 够 实现 . 第 三 ,四 两 项 
愿望 不 能 完全 实现 ,但 (zl ,zi ) 已 经 是 最 好 的 结果 了 - 


s.6.3 目标 规划 的 单纯 形 法 


从 上 述 图 解法 可 以 看 出 ,求解 线性 目标 规划 实际 上 是 求解 儿 
级 线性 规划 . 若 每 级 线性 规划 都 用 单纯 形 法 求解 就 形成 目标 规划 
的 单纯 形 法 . 

设 线性 目标 规划 为 


(GLP) min{asy sar} = { Dood? + wd we， 
t=1 


Dordr + umd 用 (5. 57) 
i=l1 : 


s.t. Via, + dr — di = 8 = im, | 
后 (5. 58) 
Ti Od ,dr 0 = ln = lr tm 

用 单纯 形 法 求解 ,首先 要 建立 单纯 形 表 ,此 表 与 线性 规划 的 单纯 形 
表 相 似 ,不 同 的 是 , 因 有 天 级 完成 函数 , 表 中 有 天 行 写 完 成 函数 
的 系数 vw 与 wu 相当 于 线性 规划 的 目标 函数 的 系数 )， 及 与 这 天 


级 完成 函数 对 应 的 天 行 检验 数 . 设 初始 单纯 形 表 是 表 5. 9. 
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衣 5.9 初始 单 强 形 讼 


0 rr Vil “+ Vim 11 二 相 tim 


[| 
i 


lm 


如 本 .十 二 十 


nmtl 


dntmtl 
其 中 已 是 Priority( 优 先 级 ?的 简写 ,已 代表 第 上 优先 级 . 初始 单纯 
形 表 中 , 基 官 阵 是 
ntl | | 
顺 有 1 
三 3 + 是 基 变 量 ,其 值 是 A =—b,,j=1 9 
lnt+mt+] ~ Aint im | 1 
nt dm 一 1 
表 的 上 端 是 各 级 完成 荔 数 的 权 闵 子 ( 系 数 )w 与 ws 同时 ,在 囊 的 
左 端 也 列 出 基 变 量 di 的 系数 , 表 的 下 部 是 对 应 各 级 完成 函数 的 


检验 数 和 2 与 相应 的 完成 函数 ax 的 值 ,已 的 计算 公式 与 线性 规划 的 
相同 ,为 


DJ vida, 当 1 = 1 yn, 
了 一 1 

ty = 0 当 7= 二 十 1 十 涡 ， 
Dwar 一 Hi 当 了 一 六 十 十 Ds 十 272 ， 
al 


“362。 


k= 1], KK. 
对 应 于 基 变 量 的 检验 数 都 等 于 0, 即 


阳 机 intm | 0 
Kintl | 站 :| 

例 5.6.3 列 出 下 面目 标 规划 的 初始 单纯 形 表 
min{di + di yds ,2d; + di}s 


《5, 59) 
5.¢, ZX] 十 二 一 二 = 10, 
ZT 十 Ts + ds — di 一 40， 
32z, 十 22， 十 dy 一 d+ = 100， 
2172 0, 
dy di ,ds ydi ,di ,df > 0. 
(5, 60) 


解 ”初始 单纯 形 才 为 
表 5.10 


adr dr dy dt 


这 里 , 基 变 量 是 di7 ;ds 与 dy ;其 和 值 为 d= 二 10,d; 二 40,43 一 100， 


其 它 自 变量 都 是 非 基 变量 ,都 取 0 秆 ,完成 函数 的 值 是 < 一 10,*as 
=100,a;=80. 
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单纯 形 法 的 计算 步 又 ， 

(1) 建立 初始 单纯 形 表 , 令 上 一 1， 

(2) 检查 第 上 级 完成 函数 的 最 优 性 ” 若 a 二 0, 如 第 大 级 完成 
请 数 已 达到 最 优 , 转 (6) ,否则 ,检查 第 5 行 检验 数 4, 找 出 满足 

| 1 ls 0, 
条 件 2 ss 中 没有 负数 
的 所 有 天, 再 求 
dw 一 max tla) 0 中 设 有 负数 }， 

车 有 几 个 :有 补 同 的 值 , 任 选 其 中 一 个 , 转 (3); 若 不 存在 满足 条 
件 1,2 的 机; 表示 第 上 级 完成 函数 已 达到 最 优 , 转 (6)， 

《3) 令 第 ?了 列 的 变量 为 进 基 变 量 . 

《4) 确定 出 基 变 量 , 求 出 


各 -mol 名] > 中 
令 第 直行 的 变量 为 出 基 变 量 . 若 i 不 止 一 个 , 任 选 其 中 一 个 (在 理 


论 上 说 ,可 能 导致 循环 ,但 实际 上 几乎 不 可 能 发 生 ). 
《5) 建立 新 的 单纯 形 表 ”用 消去 变换 将 第 * 列 变 为 单位 向 


量 . 具体 做 法 是 ; 
1) 将 第 站 行 的 所 有 元 素 除 以 avy 后 , 放 入 新 表 的 第 站 行 , 即 
as 一 Se ， s = 1 nN 十 22， 
Gay 
素 一 各 


= 
2) 将 所 有 各 行 (包括 检验 数 行 ,但 第 i? 行 除 外 } 加 上 站 行 的 若 
干 售 , 使 此 行 第 : 列 处 的 元 素 变 为 0, 特 结果 放 入 新 表 , 即 令 
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转 (2). 
(6) 准备 进行 下 一 优先 级 的 优化 ” 令 上 有 = 十 1, 若 > 下 , 则 停 
止 计算 ,已 经 得 到 最 优 解 ;否则 , 转 (2). 
例 5.6.4 用 单纯 形 法 解 线性 目标 规划 (5. 53).(5. 54) 
tnin tai yasyasya 一 ar + di sdi ds tdi 十 2d7 )}; 
s,t， 2 +adr — dr =60, 
zs dr — dt =30, 
0.4z 十 z+ di — dr =48, 
Bx 十 20z* 十 dr 一 di 一 1500， 
1 2220， 
cd 0 一 4 
解 ”此 问题 有 2 个 决策 变量 与 8 个 偏差 变量 ,n= 二 2,m 二 4, 完 
成 函数 有 4 个 优先 级 , 玉 一 4 
(1) 建立 初始 单纯 形 表 5. 11. 这 里 , 基 变 量 为 ii ,一 1,… ,4， 
(dr di ydy ,di ) 一 《60,30,48,1500) ,完成 函数 值 (a1,aisa:;a4) 
二 (0,0;1500,120). 令 上 二 1. 
(2) 因为 a;==0, 第 一 优先 级 已 达到 最 优 , 转 (6). 
(C6) 站 一 上 十 1 一 2 因为 有 < 天 (一 47， 转 (2). 
(2) 因为 ez 一 0, 第 二 优先 奴 也 达到 最 优 , 转 (67)， 
(6) 点 一 上 十 1 王 3, 因 为 下 < 天, 转 (2). 
(2) 因 a 二 1500>>0, 检 查 第 (= 3) 行 检验 数 ,此 行 有 2 个 检 
验 数 8 与 20 符合 条 件 1,2. 求 出 其 中 的 极 大 值 
fn = max{8,20} = 20， 
这 里 此 二 3,5' 一 2, 转 (3), 
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表 $5.11 初始 单 击 形 表 


2 dy di dt dt di dt 


(3) 令 第 s(==2) 列 非 基 变 景 x 进 基 , 
《4) 求 出 
a = mn 
dps 
这 里 站 二 2,s 二 2, 令 第 i(==2) 行 变量 dj 出 基 . 
《5) 向 消去 变 模 ,建立 新 单纯 形 表 . 
1) 因为 ars 二 an 一 1, 第 2 行 的 元 素 不 动 ,天 变量 改 为 za* 因 各 
级 完成 函数 中 x; 的 权 因 子 都 是 0, 新 表 的 右 端 也 做 相应 的 改动 . 
2》 用 第 2 行 铺 以 一 1, 加 到 第 3 行 ! 用 第 2 行 乘 以 一 20 加 到 第 
4 行 : 用 第 2 行 滋 以 一 20 加 到 P, 行 ( 即 第 3 行 检 验 数 ); 用 第 2 行 
乘 以 一 2 加 到 P, 行 ( 即 第 4 行 检 验 数 ) ;其它 行 不 变 ,得 到 新 单纯 
形 表 5. 12, 转 (2)， 
(2) 检查 表 5. 12 的 第 此 一 3) 行 的 检验 数 ,符合 条 件 1,2 的 只 
有 癌 一 8, 这 里 此 一 3:97 一 1 


{ 闻 ,人 99 = 到 
1 1 
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表 5.12 


Pp, 1 
P, 1 2 
Tl Xa dd dd dr 


(3) 令 第 s(==1) 列 的 非 基 变量 z 进 基 . 
(4) 确定 出 基 变 量 . 计算 
br _ min160 18 ,39|- 18 
Ci 1 '0.4 8 0,.4 
这 里 站 =3,s' 二 1 令 第 3 行 的 基 变 量 ds 出 基 . 
《5) 和 做 消 去 变换 ,建立 新 单纯 形 寄 . 以 0. 4 为 主 元 素 ,对 单纯 
形 表 5. 12 做 消去 变换 ,得 到 新 单纯 形 表 5. 13, 转 (2). 
(3) 检查 表 5. 13 的 P; 行 检验 数 , 这 一 行 的 检验 数 都 不 符合 
条 件 1,2. 第 3 级 达到 最 优 , 转 (6). 
《6) 天 一 上 十 1 一 4 天 < 天 (一 4)， 转 (2)， 
(2) 检查 表 5. 13 的 P, 行 检验 数 , 只 有 2 一 0,.5 符 合 条 件 1， 
2 这 里 点 一 4，3 一 4 
(3) 令 第 *( 一 4) 列 的 非 基 变量 心 进 基 . 
(4) 计算 
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表 5. 13 


一 1 


0.5 一 2.5 一 1 一 5 2,3 


这 里 了 一 1 一 4. 令 第 1L 行 的 基 变 量 4; 出 基 . 

(5) 做 消去 变换 ,建立 新 单纯 形 表 . 以 第 1 行 第 4 列 元 素 2. 5 作 主 
元 素 , 对 表 5. 13 做 消去 变换 , 得 到 新 的 单纯 形 表 5. 14 , 转 (2)， 
表 5.14 


1 2 
rl rs dr di di dr di 
0.4 1 —1 一 部 
1 一 0 4 1 0, 4 
1 —1 
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(2) 检查 表 5. 14 中 P, 行 的 检验 数 . 这 一 行 的 检验 数 都 不 满 
足 条 件 1,2. 第 4 级 已 经 达到 最 优 , 转 (6). 
(6) 直 一 此 十 1 一 5 因为 下 六 天 (一 4) ,已 经 找到 最 优 解 ,停止 计 
算 ， 
最 后 找到 的 最 优 解 是 zr =60,zy 一 24. 在 例 5, 6. 1 中 ,此 最 
优 解 表示 ,这 个 木工 小 组 每 周 应 该 生产 椅子 60 把 ,党 子 24 张 ,在 
单纯 形 表 5. 14 中 ,各 级 完成 函数 值 是 
falytzyG3 2 一 (dt + di dt dy 十 220 
=(0,0,540,12). 
这 表明 ,木工 小 组 的 第 一 优先 级 的 目标 , 即 产量 不 超过 市 场 预 测 
量 , 可 以 完成 . 第 二 优先 级 目标 ; 即 工人 人 加班 时 间 尽 量 少 , 也 可 以 完 
成 . 第 三 优先 级 的 目标 , 即 总 利润 为 1500 元 ,没有 达到 ,还 差 540 
元 . 第 四 忧 先 级 的 目标 , 即 尽量 满足 市 场 需求 ,没有 达到 , 虽然 如 
此 ,但 在 规定 的 优先 级 闫 序 下 ,这 组 解 已 经 是 最 好 的 了 . . 
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6 ”对策 论 
6.1 矩阵 对 策 


6.1.1 引言 


对 策 论 的 发 展 和 研究 内 容 

对 策 论 (game theory) 成 为 数学 的 一 个 分 支 , 始 于 1944 年 , 这 
一 年 ,J. von Neumann 和 口 . Morgenstern 出 版 了 奠基 性 的 经 典 著 
作 Theory of Games and Economic Behavior, 第 一 次 给 对 第 
(game) 以 明确 的 数学 描述 ,对 有 关 对 策 的 一 些 理论 作出 了 系统 的 
论证 ,并 且 讨 论 了 对 策 在 经 济 学 上 的 一 些 应 用 . 

对 策 论 是 研究 两 个 或 两 个 以 上 参加 者 在 对 抗 性 或 竞争 性 局 势 
下 如 何 采 取 行 动 ,作出 有 利于 己方 的 决策 的 数学 理论 , 也 就 是 在 两 
个 或 多 个 参加 者 相互 之 间 利 害 有 冲突 的 情况 下 ,各 个 参加 者 应 如 
何 分 析 各 方面 的 局 势 ,权衡 利 蜂 ,以 决定 采取 怎样 的 行动 的 数学 理 
论 , 各 方面 的 利害 关系 可 为 对 抗 性 或 竞争 性 的 ,每 方 只 能 控制 部 分 
局 势 ( 变 量 ), 有 时 也 不 排除 部 分 参加 者 之 间 有 所 合作 ,最 终 的 目的 
是 各 自作 出 抉择 ,以 期 得 到 一 个 对 己方 最 有 利 的 结局 ， 

从 1944 年 到 现在 ,对 策 论 在 理论 和 应 用 方面 都 有 了 不 少 发 
展 , 在 理论 方面 ;从 最 初 的 零 和 二 人 对 策 (zero-sum two-person 
game) 发 展 到 非 零 和 nn 人 人 对策 (non-zero-sum n-person game) ;最 
近 10 多 年 来 特别 在 上 冲 人 合作 对 策 (n-petrson cooperative game) 方 
面 的 研究 有 很 大 的 进展 , 在 应 用 方面 , 从 最 初 的 经 济 学 领域 扩展 到 
军事 .政治 .社会 学 ,心理 学 等 问题 ,近年 来 又 回 到 了 经 济 学 方面 ; 
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但 主要 还 是 定性 的 研究 . 
矩阵 对 策 Cmatrix game) 是 最 基本 的 一 类 对 策 . 为 了 有 比较 直 
观 的 了 解 ,首先 通过 儿 个 简单 的 例子 来 说 明 一 些 有 关 的 基本 概念 . 
例 6.1.1 配 钱 币 游戏 
两 个 参加 者 , 称 为 局 中 人 (player) 1 和 2, 各 拿 出 一 枚 钱币 .在 
不 谋 对 方 看 见 的 销 况 下 ,将 钱币 出 示 给 对 方 . 如 果 两 个 钱币 都 呈正 
面 或 都 旺 反 面 , 则 局 中 人 1 得 1 分 ,局 中 人 2 得 一 1 分 ;或 者 说 ,局 
中 大 2 输 给 局 中 人 1 一 个 单位 . 如 果 两 个 钱币 一 正 一 反 , 则 局 中 人 
1 和 2 分 别 得 一 1 和 1 分 ;或 者 说 ,局 中 人 1 输 给 局 中 人 2 一 个 单 
位 ， 
可 以 用 一 个 方 阵 来 表示 这 些 结 果 : 
局 中 人 2 
1( 正 曾 ) 2( 反 面 ) 
1( 正 面 ) 1 一 1 
2( 反 面 ) 一 1 1 


局 中 人 1 


我 们 说 ,局 中 人 1 和 2 各 有 两 个 策略 (strategy). 每 个 局 中 人 
的 第 1 个 策略 表示 选择 出 示 钱 币 的 正面 ,第 2 个 策略 表示 选择 反 
面 ， 

这 种 游戏 就 是 一 个 对 策 . 所 谓 对 策 , 就 是 一 组 规则 , 它 指 明了 
整个 游戏 (或 竞赛 .或 竞争 .或 斗争 ) 自 始 至 终 所 应 遵循 的 各 项 规定 
和 章程 ,包括 局 中 人 、 策 巾 、 选 定 策略 后 的 结局 等 . 

上 列表 格 称 为 对 第 的 支付 矩阵 (payoff matrix), 它 是 两 个 局 
中 人 的 策略 的 函数 . 例如 , 若 局 中 人 1 出 反面 (策略 2), 局 中 人 2 
也 出 反面 (策略 2), 则 在 上 表 中 第 2 行 第 2 列 处 的 元 奉 1 就 基 局 
中 人 2 应 该 村 给 局 中 人 1 的 数目 (例如 以 元 为 单位 ); 我 们 说 ,局 中 
人 1 得 到 支付 (payotf)1. 又 如 局 中 人 1 选择 策略 1( 正 面 ), 局 中 人 

* 372+ 


2 选择 策略 2( 上 反面 ), 这 时 第 工行 第 2 列 的 元 素 是 一 1, 表 示 局 中 人 
1 得 到 支付 一 1, 就 是 局 中 人 工 输 掉 1 个 单位 ; 换 句 话说 ,局 中 人 2 
从 局 中 人 1 处 赢 进 1 个 单位 ， 

例 6.1.2 “锤子 ,剪刀 , 布 ” 游 戏 

每 个 小 该 都 玩 过 这 种 游戏 . 锤子 胜 前 刀 , 前 刀 胜 布 , 布 胜 锤子 . 
这 里 也 是 两 个 局 中 人 : 局 中 人 1 和 局 中 人 2. 每 人 有 3 个 策略 , 策 
略 1 代表 出 锤子 ,策略 2 代表 出 剪刀 ,策略 3 代表 出 布 . 假设 胜 者 
得 1 分 , 负 者 得 一 1 分 , 则 支付 矩阵 是 


局 中 人 2 


1 2 3 
1 0 1 一 1 
局 中 人 1 
2 一 ! 0 1 
3 | 1 | -i 0 


例 6.1.3 局 中 人 1 从 思 =0,1,2,3 四 个 数 中 选 出 一 个 数 ,局 
中 人 2 在 不 知道 局 中 人 1 出 什么 数 的 情况 下 从 gq=0,1,2 三 个 数 
中 选 出 一 个 数 . 局 中 人 1 得 到 的 支付 ( 即 局 中 人 2 付 给 局 中 人 1 的 
数目 ) 由 下 式 决定 : 


Po=q— pp 二 2pg, 
这 是 一 个 二 人 对 策 . 局 中 人 1 有 4 个 策 路 ,局 中 人 2 有 3 个 策 
略 . 支付 矩阵 如 下 : 


局 中 人 ?2 
pp 4 0 1 2 
mA 一 
-|= 
2 一 4 1 3 
nl 
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在 以 上 三 个 例子 里 ,都 有 1,2 两 个 局 中 人 ,都 有 一 个 支付 下 
阵 . 每 个 局 中 人 有 若干 个 策略 ;局 中 人 1 的 策略 用 支付 算 阵 的 行 数 
来 表示 ,局 中 人 2 的 策略 用 支付 矩阵 的 列 数 来 表示 . 每 个 局 中 人 选 
定 一 个 策略 后 ,支付 矩阵 中 有 一 个 对 应 的 元 素 , 它 代表 局 中 大 2 应 
当 付 给 局 中 人 1 的 支付 值 , 正 的 支付 值 表示 局 中 人 1 得 到 的 支付 
是 正 值 , 这 就 是 说 ,局 中 人 1 从 局 中 人 2 处 启 进 着 干 个 单位 . 反之 ， 
负 的 支付 值 表 示 局 中 人 1 从 局 中 人 2 处 得 到 的 是 负 信 ,这 就 是 说 ， 
局 中 人 1 被 局 中 人 2 赢得 若干 个 单位 . 


6. 1. 2 和 矩阵 对 策 


定义 6.1.4 设 局 中 人 i 有 w 个 策略 i 二 1,…,m; 局 中 人 2 
有 于 个 策略 j 二 1,… ,rn. 设 局 中 人 人 1,2 分 别 选择 策略 i 和 了 时 ,局 
中 人 1 从 局 中 人 2 处 得 到 的 支付 基 aij, 则 支付 直 阵 是 

间 一 《ErpJmxm 
对 策 由 上 列 和 矩 阵 完 全 确定 . 这 种 对 策 叫 做 短 阵 对 镇 《matrix 
game). 1 和 11 分别 是 局 中 人 1 和 2 的 策略 集 
(strategy set)， 

av 是 局 中 人 1 得 到 的 支付 ,局 中 人 2 得 到 的 支付 则 是 一 av- 这 
就 是 说 ,局 中 人 1 得 到 的 就 是 局 中 人 2 付出 的 , 由 于 参加 者 只 有 两 
个 ,而 且 在 任何 铺 况 下 双方 得 到 的 支付 之 和 为 零 ,中 a 十 (一 4y) 
一 0, 这 种 对 策 是 等 和 二 人 对 策 ， 

局 中 人 1 希望 支付 越 大 越 好 ,局 中 人 2 则 相反 ,他 希望 支付 
as 越 小 越 好 , 即 ( 一 a;}) 越 大 越 好 . 但 是 ,在 支付 矩阵 (ea 中 ,每 个 局 
中 人 只 能 控制 两 个 变量 : 和 j 中 的 一 个 :局 中 人 1 只 能 控制 变量 
i 局 中 人 2 只 能 控制 变量 j 

如 时 局 中 人 人 1 选 定 一 个 第 路 i, 则 他 至 少 可 以 得 到 支付 

1 jen 
这 就 是 支付 矩阵 第 i 行 的 最 小 元 素 . 由 于 局 中 人 1 希望 支付 秆 尽 
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可 能 地 大 ,他 可 以 选择 i 使 上 式 为 最 大 . 即 ,他 可 以 使 支付 不 小 于 


max min ti (6.1) 
1 区间 1 je 


同 理 , 如 果 局 中 人 2 选 定 一 个 策略 j, 则 局 中 人 1 得 到 的 支付 
至 多 是 


这 是 支付 矩阵 第 j 列 的 最 大 元 素 . 由 于 局 中 人 2 希望 支付 值 尽 可 
能 地 小 ,他 可 以 选择 ;使 上 式 为 最 小 ,这 就 是 说 ,他 可 以 使 局 中 人 
1 得 到 的 支付 不 大 于 


min max ea. {6, 2) 
1 之 jn jt 和 轨 


(6. 1) 就 是 支付 矩阵 各 行 最 小 值 中 的 最 大 者 ,(6,.2) 则 是 其 各 
列 最 大 值 中 的 最 小 者 , 容易 看 出 ,在 例 6.1.1 和 例 6.1,2 的 对 策 
中 ,都 有 


一 1 一 max miney < min maxa,= 1: 
1 芝 / 芝 放 1] 译 和 宝 让 1 过 本 上 1 生 [ 裤 抽 


而 在 例 6. 1. 3 的 对 策 中 , 则 有 


max min ay; 一 0 一 min max ah 


Li 1 jen 1 和 ER 1 
在 一 般 情形 ,对 于 任意 mx Xn 矩阵 对 策 
六 二 C02 下 
必 有 
max mina; min max Cr 《6. 3》 
Erin lj 1 jn im 
当 上 和 式 中 等 号 成 立时 , 即 
max min 一 min maX 不 ip 一 时 《6. 4) 
1 二 im ja LS liEm 


时 , 称 这 个 值 v 为 对 策 的 值 Cvalue), 此 时 , 必 有 一 个 i=7 和 一 
一 六 ;使 
di dj Vad (6.5» 
对 于 一 切 ; 和 一 切 成 立 . 这 就 是 说 ,如 果 局 中 人 1 采用 策略 广 ， 
则 车 局 中 人 2 选择 六 以 外 的 策略 ,支付 值 不 可 能 小 于 v; 如 果 局 中 
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大 2 采用 策略 产 ., 则 葫 局 中 人 工 选择 一 以 外 的 策略 :支付 值 不 可 
能 大 -于 ， 

六 和 六 分 别称 为 局 中 大 1 和 地 的 最 优 策 略 (optimal 
strategy). 六) 且 对 策 的 :一 个 鞍点 Csadaqle point) ,或 称 为 对 策 

一 个 解 (solution)， 

定理 不 15 如 果 忆 ,Jj") 和 0",y*) 都 是 mxn 算 阵 对 策 4 一 

Ca) 的 鞍点 , 则 5 产生 ) 也 都 是 它 的 鞍点 ,并且 
Gi di = dp = dj. 

这 个 定理 说 明了 车 和 窍 阵 对 策 有 鞍点 , 且 鞍 点 不 止 一 个 , 则 它 具 
有 两 个 性 质 ; 一 是 鞍点 的 可 交换 性 ,或 称 为 矩形 性 质 (rectangular 
property) ,二 是 鞍点 处 的 值 都 相等 . 


6.1.3 混合 策 瞳 
车 矩阵 对 策 4= (aij) 没有 鞍点 , 即 当 


max min a;; < min max a;; 


LE Eh 1 1 


时 ,6. 1. 2 中 所 述 的 值 和 和 解 不 存在 . 现 引 入 混合 策略 的 概念 
为 了 避免 让 对 方 猜 出 自己 采 表 哪 一 个 策略 ,局 中 人 1 可 以 用 
一 种 随机 的 方法 来 决定 自己 要 选择 的 策略 ,也 就 是 采用 一 个 混合 
策略 ， 
定义 6.1.6 局 中 人 1 的 混合 策略 (mixed strategy) 是 满足 
zoom 和 ia 一 1 的 mm 维 各 量 
寿 一 《TI pT 
以 S。 记 全 体 瑟 的 集 . 同样 ,局 中 人 2 的 混合 策略 是 满足 y, 守 0， 
j=1.… mm 和 iy, 一 1 的 4 维 向 量 
Y= 《yi ye- 
以 S, 记 全 体 了 的 集 . 
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局 中 人 1 以 概率 xz, 选择 策略 :局 中 人 二 以 概率 w 选择 策略 
产 这 时 ,支付 为 a; 的 购 率 是 rr 主 一 全 支付 必 葬 以 相 永 的 慨 率 
cy: 对 所 有 的 i 和 所 有 的 j 求 和 ,就 得 到 局 中 人 1 的 期 望 支 付 
(expected payo{f) 
3 De 一 XAY'. 
局 中 人 1 希望 这 个 期 望 支 付 越 大 越 好 ,局 中 人 2 则 希望 它 越 
小 越 好 . 如 果 局 中 人 1 选用 策略 YES, 他 的 期 望 支 付 至 少 有 
min XAYT. 
局 中 人 1 可 以 选择 E55。 使 上 起 为 最 大. 这 就 是 说 ,他 可 以 使 自 
己 得 到 的 期 望 支付 不 小 于 
VI 一 max min 人 AYT. 《6. 6) 


如 果 局 中 人 选用 策略 了 ES3, ,他 许 当 付出 的 期 望 支付 圣 老 
是 
max XAY, 
局 中 人 二 可 以 选择 YE 9, 使 上 式 为 最 小 . 这 就 是 说 ,他 可 以 使 局 中 


人 1 得 到 的 期 望 支付 不 大 于 
vs 一 min max XAY'. 《6.7》 


res, Yes, 

J].von Neumann 首 完 证 明了 对 于 一 切 xr w 和 窍 阵 对 策 4 一 
(qu) , 值 o 各 wv 在 在 且 相 等 .这 一 结果 就 是 著名 的 对 策 论 基本 定 
理 , 或 者 叫做 最 小 最 大 值 定理 (minimax theorem). 

定理 和 1.7 (von Neumann 定理 ) 对 于 任意 mx 算 阵 对 
策 丰 = (a.;)， 

max min XAYT = min max XAY'. 
TEST 了 ES Pes, XES, 
06,5) 是 纯 策略 (pure strategy) 下 轩 点 的 定义 . 对 于 混合 策 


略 ,也 有 类 似 的 藤 点 的 概念 . 
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定义 .1.8 设 下 "ES E55,. 如 果 对 于 一 切 于 ES 和 一 

切 YES, 有 有 
XAY’T < YAY'T < AF, 

则 称 (X* ,7 ) 是 mwXn 矩阵 对 策 4 一 (a) 的 一 个 鞍点 (在 混合 策 
略 意义 下 )， 

下 面 的 定理 表明 鞍点 存在 和 最 小 最 大 值 定 理 的 等 价 性 . 

定理 6.1.9 mXn 矩阵 对 策 4= lay) 有 鞍点 的 充 要 条 件 是 
C6.6) 和 (6.7} 存 在 且 相 等 . 

我 们 将 定理 6.1.7 中 等 式 的 左右 两 边 改 写成 下 列 等 价 形式 : 


四 
max min > | Qi Zz) yi 
XESS FES 1 


a jcl i= 


Mm 
一 max min > Cr 
xXEs。 1<jEn fl 


本 名 oo 
于 是 最 小 最 大 值 定理 6, 1.7 就 可 以 写成 下 面 较 简单 实用 的 形式 
了 : 


mm 
max min Da 人 
ES 1 iD 


a 
一 min max > QiYj, ‘6,8) 
Fes, lerem ft 


6. 1.4 最 优 策 略 及 其 性 质 


设 mxn 矩阵 对 策 的 支付 窍 阵 是 4 一 (ae 六). 由 定理 6.1.7 和 定 
理 6.1.9 可 知 , 鞍 点 必定 存在 . 设 (X" ,7Y' ) 是 一 个 鞍点 , 即 
TAY TE" AFT'T EE AF 
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对 于 一 切 天 ES 和 和 一切 了 ES 成立. 

我 们 称 天 "积分 别 是 局 中 人 工种 2 的 最 优 策略 ,并 称 
AY 是 对 策 的 值 , 这 就 是 说 ,在 鞍点 (X* ,7 ) 处 ,对 策 的 期 望 
支付 就 是 对 策 的 值 , 也 称 (多 " ,Y* ) 是 对 策 的 一 个 解 , 由 定理 6. 1.9 
可 知 , 对 策 的 值 就 是 


vi 一 max min n 三 人 
WES FES 


和 


v= min max KAYT 
Yes NES, 


的 共同 值 v. 

难点 的 定义 

KAY'T 4 
表明 ,只 要 局 中 人 1 坚持 采用 他 的 最 优 策略 区 * , 则 不 论 局 中 人 2 
选择 什么 策略 ,局 中 人 1 的 期 望 支付 不 会 少 于 对 " AY'', 这 个 
X "47 就 是 对 策 的 值 ; 同 样 ,只 要 局 中 人 2 坚守 他 的 最 优 策略 
了 *，, 则 不 论 局 中 人 1 选择 什么 策 赂 ,都 不 能 使 期 望 支 付 超过 

"AY'"., 

我 们 采用 一 些 常 见 的 矩阵 记号 . 

以 4. 表示 mxxn 和 矩阵 4 的 第 i 个 行 向 量 ,以 4.; 表 示 4 的 第 
于 个 列 向 量 , 则 


A 用 一 2 ariy, 
第 一 个 式 子 表示 局 中 人 1 采用 混合 策略 下 而 局 中 人 2 采用 纯 策 
略 j 时 的 期 望 支付 ;第 二 个 式 子 表示 局 中 人 1 采用 纯 策 略 i 而 局 
中 人 2 采用 混合 策略 了 时 的 期 望 支付 ， 
下 面 是 最 优 策略 的 两 个 最 主要 的 性 质 ， 
" 379* 


定理 6.1.10 设 mXn 和 矩阵 对 策 4== (a) 的 值 是 vw 

(1) 设 Y* 是 局 中 人 2 的 一 个 最 优 策 路 . 恕 果 对 于 某 个 ?有 
4 ”<a 则 大 局 中 人 1 的 往 一 个 最 优 策 略 夺 "中 必 有 =. 

(2) 设 下 "是 局 中 人 1 的 一 个 最 优 策 略 . 如 果 对 于 茶 个 j} 有 
埃 " 44. ;>>v; 则 在 局 中 人 2 的 任 一 个 最 优 策 略 Y" 中 必 有 yi 一 0. 

这 个 定理 的 人 1) 告诉 我 们 ,如 果 已 知 对 策 的 值 是 *, 闪 县 六 十 
局 中 八 2 的 最 优 策略 , 若 局 中 人 1 采用 纯 策 略 i 时 他 的 期 望 支 付 
达 不 到 , 则 纯 策 略 i 是 不 可 取 的 ,在 局 中 人 1 的 任何 一 个 最 优 策 
略 区 " 中 一 定 不 会 包含 这 个 纯 策略 , 换 一 种 说 法 , 即 : 如 果 己 知 局 
中 人 1 的 某 个 最 优 策略 天" 中 有 zz? 守 0, 则 必 有 入 .了 ' "一 v. 

定理 中 (2)? 的 意义 与 此 类 似 ， 

定理 6,1.11 设 内 xz 矩阵 对 策 4= (oo 的 值 是 v. 

(1) 瑟 ES。 是 局 中 人 1 的 最 优 策 略 的 充 要 条 件 是 

XA jv j= 1 
(2) 了 Y' ES, 是 局 中 人 2 的 最 优 策 略 的 充 要 条 件 是 
YT = 

如 果 已 知 对 策 的 值 ,可 以 利用 这 个 定理 检验 局 中 人 1 或 2 的 

某 个 策略 是 否 是 他 的 最 优 策略 . 


6. 1.5 策略 的 优 超 关系 
考虑 3X3 手 阵 对 策 


0 1 —1 
1 —2 Oj. 
一 1 了 


对 支付 矩阵 的 元 素 稍 加 考察 ,不 难看 出 ,局 中 人 1 决 不 会 采用 
他 的 第 2 个 策略 .这 是 因为 ,不 论 局 中 人 二 侈 择 什么 策略 ,局 中 人 
1 的 第 3 个 策略 的 支付 总 比 第 2 个 策略 的 支付 为 大 .因此 ,局 中 人 
1 的 第 2 个 策略 只 能 以 零 概率 出 现在 他 的 最 优 混 合 策略 里 . 
.380 。 


于 是 ,要 解 上 面 的 手 阵 对 策 , 可 以 将 矩阵 的 第 2 行 划 去 .只 更 


解 矩阵 对 策 
| 
就 行 了 . 


对 于 这 个 2x3 矩阵 对 筑 , 局 中 人 2 显然 不 愿 采用 策略 1, 不 
论 局 中 人 1 选用 哪 一 个 策略 ,局 中 人 2 的 第 3 个 策略 的 支付 都 小 
于 第 1 个 策略 的 支付 . 

因此 ,可 以 将 上 面 这 个 矩阵 的 第 1 列 划 去 ,只 要 解 矩 阵 对 策 

1 一 1 
[1 

就 行 了 , 而 这 个 2X2 矩阵 对 策 , 容 易 验 证 (利用 定理 6.1.11), 它 
的 值 是 v=0; 局 中 人 1 和 2 的 最 优 策略 分 别 是 "== (1/2,1/2)， 
7Y" 一 (1/2,1/2). 关 于 2X2 矩阵 对 策 的 解法 , 见 后 面 的 6. 1. 6. 

回 到 原来 的 3x 3 矩阵 对 策 ,显然 它 的 解 应 是 和 "==(1/2,0， 
1/2) ,7* =(0,1/2,1/2) ,v=0. 

由 紫 可 见 , 在 原来 的 3x3 矩阵 对 策 中 ,局 中 人 1 的 第 3 个 策 
略 比 第 2 个 策略 好 ,得 到 的 支付 大 ,所 以 他 不 必 考 虑 策略 2. 在 划 
去 第 2 行 后 的 2x3 算 阵 对 策 中 ,局 中 人 2 的 第 3 个 策略 比 第 1 个 
策略 好 ,付出 的 支付 小 ,所 以 他 不 会 采用 策略 1. 

下 面 是 策略 的 优 超 关系 (domination) 的 定义 . 

定 兴 人 1.12 设 4=(ai) 是 闫 xz 矩阵 对 策 . 如 果 ap 之 ao 
j 二 1 到 ; 则 称 局 中 人 人 1 的 策略 优 超 于 策略 

如 果 as 所 a i 一 1,… ,mm, 则 称 局 中 人 2 的 策略 天 优 超 于 
策略 i 

如 果 在 以 上 两 组 式 子 里 严格 的 不 等 号 成 立 , 则 分 别称 局 中 人 人 
1,2 的 策略 刻 严 格 优 超 于 策略 i (strategy 让 strictly dominates 
StTategy £). 
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对 于 混合 策略 ,也 有 类 似 的 优 超 关系 概念 ， 

现在 只 考虑 一 个 纯 策略 被 另外 几 个 纯 策 略 的 凸 线 性 组 合 所 优 
起 的 情形 ， 

可 以 证 明 ,在 这 种 情形 ,如 果 是 严格 优 超 , 则 将 被 优 超 的 那个 
纯 策 略 所 对 应 的 行 或 列 划 去 后 ,从 余下 的 较 小 的 矩阵 对 策 的 最 优 
策略 ,就 立即 可 以 得 到 原来 对 策 的 最 优 策略 ,这 只 要 将 划 去 的 那 一 
行 或 列 所 对 应 的 纯 策略 赋 以 概率 零 就 行 了 . 

如 果 是 优 超 而 不 是 严格 优 超 , 仍 可 以 从 划 去 某 些 行 或 列 后 的 
矩阵 对 策 的 解 得 到 碌 来 对 策 的 解 . 但 这 时 有 可 能 “失去 ” 某 些 解 . 这 
就 是 说 ,从 较 小 矩阵 对 策 的 最 优 策略 ,通过 加 上 零 概 率 的 办 法 得 到 
原来 对 策 的 最 优 策略 ,所 得 到 的 可 能 不 是 全 部 解 . 然而 ,在 通常 的 
情形 ,往往 只 要 求 得 到 一 个 解 ,而 不 是 全 部 解 ,这 时 就 可 以 应 用 这 
种 优 超 关 系 来 简化 求解 过 程 ， 

例 6.1.13 设 算 阵 对 策 的 支付 矩阵 是 

D 3 一 > 4 
9 0 4 一 1 
3 3 4 2| 
1 4# 3 4 
局 中 人 1 的 策略 1 被 他 的 策略 4 优 起, 因此 可 将 矩阵 的 第 1 


行 划 去 : 
9 0 4 一 1 
| 3 4 中 
1 4 3 4 


局 中 人 2 的 第 2 个 策略 被 他 的 第 4 个 策略 优 超 ,因此 可 将 上 
面 这 个 矩阵 的 第 2 列 划 去 ， 
9 4 —1 
3 4 :| 
1 3 4 
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不 难看 出 ,这 个 3x3 矩 阵 的 元 素 满 足下 列 关 系 : 


个 外 


因此 ,又 可 以 将 这 个 3x3 抵 阵 的 第 2 列 划 去 ,得 到 


这 个 3x2 此 阵 的 第 2 行 元 素 被 第 1 和 第 3 行 元 束 的 一 个 凸 
线性 组 合 所 优 超 ， 


{3,2) 蕊 于 (9， 一 1) 十 ,4). 
因此 ,又 可 以 将 这 个 3x2 矩阵 的 第 2 行 划 去 ,得 到 
MW 
1 4 了 
容易 验证 ,这 个 2X2 矩阵 对 策 的 最 优 策略 是 于 "一 | 言 , 污 |， 
了 “ =| 车 ， 辣 , 值 为 业 一 3773， 
这 个 2X2 矩阵 是 原来 的 4x4 逢 阵 第 2,4 行 和 第 1,4 列 组 成 
的 子 和 矩阵 . 因此， 
。 3 、10 2 8 
于 = [0 车 ,0, 抱 ],Y = [二 0 0,]13 


是 原来 的 矩阵 对 策 的 最 优 策略 ; 它 的 值 也 是 "一 37713. 
例 6.1.14 设 矩 阵 对 策 的 支付 秆 阵 是 


3 3 5 
4 2 一 3|. 
3 3 2 


这 个 对 策 有 一 个 鞍点 ,在 i 二 ] 7 一 2 处 ,因为 元 素 以 12 二 3 是 它 
* 38 了 33。 


所 充 前 行 中 的 履 小 元 素 , 同 时 是 它 所 在 的 询 中 的 最 大 元 索 . 内 此 ， 
C1,2) 引 对 策 的 通 ,ai; 二 3 大村 策 的 值 . 

如 洒 利 二 策略 的 这 趣 关 系 就 可 以 元 划 点 宇 阵 的 第 3 行 .然后 
在 剩 下 的 2x3 托 阵 中 级 划 去 第 1 列 -余下 一 个 2x2 和 矩阵 


,sl 


这 里 左 土 角 元 素 3 所 在 的 位 置 仍 是 一 个 鞍点 . 对 于 原来 的 3x3 惩 


阵 来 说 ,仍然 得 到 最 优 策略 
性 了 于 【1 2 0277 了 一 (0,],0), 
担 是 , 除 此 以 外 ,混合 策略 
-一 | 工 02 工 了 0 
2 一 | 言 ,0 汪 |， 2 


也 是 对 策 的 一 个 解 .这 一 事实 可 以 应 用 定理 6. 1. 11 得 到 验证 . 参 
看 后 面 的 例 6. 1. 15. 

上 酌 表 明 ,利用 策略 的 优 超 (不 是 严格 优 超 ) 关 系 划 去 支付 矩 
阵 的 某 些 行 或 列 得 出 较 小 的 第 阵 对 策 的 解 , 加 上 有 零 概 率 后 成 为 原 
来 对 策 的 解 , 在 这 一 过 程 中 可 能 会 “失去 ”原来 对 策 的 一 些 解 . 


6. 1.6 2X2 矩阵 对 策 的 解 
设 2Xx2 和 失 阵 对 策 的 支付 算 阵 是 


有 网 (6.9) 
< dj 


如 果 对 策 有 有 纯 策 略 的 鞍点 ,立即 得 到 纯 策 略 解 ， 

在 没有 鞍点 的 情况 下 ,通过 两 行 互 换 或 两 列 互 换 , 也 就 是 通过 
局 中 人 工 或 2 的 两 个 策略 编号 的 互 换 , 或 者 通过 矩阵 的 转 置 和 各 
元 素 的 变 导 ,也 就 是 通过 局 中 人 1,2 各 称 的 互 换 , 不 难 发 现 ,只 需 
考虑 下 列 情形 : 

a<Tb, a<e, db, dc, 
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这 时 ,对 策 必 有 混合 策略 解 ， 
设 轩 二 人 er 一) 
Yt v1) 
分 别 是 局 中 人 1 种 2 的 最 优 混 合 策略 ,其 中 
Ox 1 0<y Ll. 
根据 定理 6, 1. 10, 由 于 


T 0 一 0 1 一 0 


因此 ,如 果 滩 ”表示 对 策 的 伪 , 必 有 
下 "是 二 wv， 于 "A 二 vv， 
并 了 一 并 一 了 
将 这 4 个 方程 用 (6. 9) 的 元 素 写 出 来 ,就 是 
tf ”十 EL 一代 "一 区 
br 十 如 (1 一 了 "一 了 
Gy + by )=v, 
cy 二 Addy)=v, 


由 前 两 式 可 得 

网 d—e 

TT Tatd—b—e’ 
由 后 两 式 可 得 

。 dd—# 

> a+d—e—e 
然后 就 可 求 得 


ad 一 be 


VT aid—boe: 


《6. 10) 一 (6. 12) 就 是 2x2 矩阵 对 策 (6.9) 当 它 不 存在 鞍点 时 


的 最 优 策 略 和 值 . 
这 些 公式 对 于 


站 人 De db, de 


的 情形 同样 适用 ， 
6.1.7 2Xxm 和 iX2 矩 阵 对 策 的 图 解法 


对 于 2xa 的 情形 ,以 4 一 3 为 例 , 设 2X3 和 矩阵 对 策 的 支付 矩 
阵 4 为 


Ey OD [ b 骨 
1 一 7 图 Le 门 


以 个 ,@ 分 别 表 示 局 中 人 1 的 第 1,2 个 纯 策 略 ; 由 | ,四 ,四 表示 
局 中 人 2 的 第 1,2,3 个 纯 策略 ， 

设 局 中 人 1 采用 混合 策略 及 二 (x ,1 一 x), 这 里 0 所 Xx 挝 1, = 二 1 
代表 纯 策 略 中 ,x 二 0 代表 纯 策略 回 ， 

当 zx 一 1, 即 局 中 人 1 采用 纯 策略 中 时 ,车 局 中 人 2 采用 纯 策 
路 四 ,支付 为 <, 见 图 6.1. 当 x=0, 即 局 中 人 1 采用 纯 策略 @@ 时 ， 
对 应 于 四 的 支付 为 d. 连接 图 中 的 直线 ad. 
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设 + 轴 上 点 P 的 坐标 是 x. 容易 证 明 , 纵 坐标 PQ 是 局 中 人 1 
采用 混合 策略 王 而 局 中 人 2 采用 纯 策 略 四 时 的 期 望 支付 , 即 
半生. 

同样 ,Be 和 cf 上 点 的 纵 誉 标 分 别 表示 局 中 人 1 来 用 半 而 局 
中 人 2 采用 纯 策 略 引 和 他 时 的 期 望 支付 ， 

对 于 局 中 人 1 的 每 一 个 混合 策略 ,他 至 少 可 以 得 到 ad ;peer 
三 条 直线 在 x 处 纵 坐 标的 最 小 值 , 即 

MinX4., 一 min, Zr 
图 6. 1 中 的 粗 折线 表示 这 个 最 小 值 削 数 ， 

局 中 人 1 希望 选择 守 使 上 面 这 个 最 小 值 尽 可 能 地 大 . 从 图 中 

可 以 看 出 来 ,他 应 当选 择 点 4 所 代表 的 工 ,这 时 上 述 最 小 值 为 最 


大 , 即 


A'B' = max min XA.,. 
ES [EJ 


由 式 (6.8) 可 知 ,这 就 是 对 策 的 值 . 
在 图 6.1 中 ,点 B' 是 ad 和 cf 两 条 直线 的 交点 , 只 要 解 两 个 
二 元 一 次 联 立 方程 ,就 可 求 出 水 的 坐标 x 一 zx 和 水 辟 的 值 . 由 图 
6. 1 也 可 看 出 ,局 中 人 2 的 最 优 策略 不 涉及 他 的 纯 策 略 国 . 困 此 ， 
只 要 和解 2x2 矩阵 对 策 
[ | 


就 能 得 出 局 中 人 2 的 最 优 策略 . 

这 种 图 解法 可 以 推广 到 一 切 2Xn 的 矩阵 对 策 ， 

在 特殊 情形 ,得 到 的 解 可 以 是 x 轴 上 [0,1] 的 一 个 子 区 间 , 也 
可 以 是 [o,1] 的 一 个 端点 . 前 者 是 图 6. 1 中 的 粗 折线 含有 一 段 水 平 
线段 的 情形 ,后 者 则 对 应 于 局 中 人 1 的 一 个 纯 策 略 解 ， 

下 面 再 来 讨论 wx2 矩阵 对 策 的 图 解法 . 也 以 六 一 3 的 情形 来 
加 以 说 明 . 
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设 3x2 给 阵 对 策 的 支付 矩阵 不 为 


> 1—y 

加 
OD a 
| 
3 e f/f 


设 局 中 人 2 采用 混合 策略 了 二 Cy ,1 一 y),0<<y&1. > 一 1 代表 
纯 策 略 上 ,y= 二 0 代表 纯 策略 加 |. 
图 6.2 中 粗 折线 的 纵 华 标 是 


2 
了 
maxaA,.y 二 Ta jj, 
1 ma 2 ii 


本 a 口 了 


图 6,2 


局 中 人 人 2 希望 选择 使 上 上 面 这 个 最 大 值 尽 可 能 小 的 了 . 在 图 土 
就 是 点 4' 所 代表 的 了 ,这 时 


A'B' = min max A,.Y", 
FES, Ii 


这 就 是 对 策 的 值 ， 
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6.1.8 3X3 答 阵 对 策 的 解 


5 中 的 点 站 一 22 二; 满足 条 件 


| 袜 人 站， 人， 3 6 13) 
1 十 XT 十 XX 二 1， {16.14) 


可 以 用 下 述 方法 在 平面 上 表示 这 些 点 . 

设 半 是 高 为 1 的 等 边 三 钊 
形 123( 图 6.3) 中 的 任意 一 点 . 如 
果 从 点 天 到 1,2,3 这 三 个 顶点 
的 对 边 的 距离 分 别 为 Tirirs Tas 
刚 Tl Ta A 满 足 {8,13) 和 
(6. 14)5 因 此 ,就 以 Criyzzyza 作 
为 点 三 的 坐标 , 称 为 重心 坐标 
cbarycentric coordinates). 顶点 
1 的 重心 坐标 是 (1,0,0). 类 似 图 63 
地 ,顶点 2,3 的 重心 坐标 分 别 是 
(0,1;0) 和 C0,0,1). 闭 三 角形 中 全 部 点 的 集合 就 是 5,. 三 角形 的 
三 条 边 23,31,12 的 方程 分 别 是 zi 一 0,rs 一 0,za 一 0. 

设 3X3 托 阵 对 策 的 支付 矩阵 是 


Hl dlz I 
六 二 az doz dsa|. 《6. 15) 
31 A Wa 


根据 (6. 8) ,对 策 的 值 是 


v=max min A,, 


NES TS 
=max min {A 导 A. A . 《6. 16) 
KES, 
考虑 方程 
轩 六 .| 一 下 4 (6. 17) 
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天 4 一直 4.3， (6. 18) 
发 4 一生 4. 《6. 19) 
每 一 个 方程 代表 一 条 直线 , 它 将 整个 平面 分 成 两 个 半 平 面 ( 可 以 把 
三 角形 外 面 的 点 看 做 是 满足 条 件 (6. 14) 而 myrsyzs 三 数 中 有 一 
个 或 两 个 取 负 值 的 点 ). 例如 方程 (6. 17), 它 将 整个 平面 分 成 两 个 
半 平 面 . 一 个 半 平 面 中 的 点 下 满足 条 件 XA4.;< 二 4.;， 另 一 个 半 
平面 中 的 点 二 满足 条 件 和 4 .1 半生 44, 
对 于 方程 66.18) 和 (6. 19) ,情况 也 一 样 . 


图 6.4 


三 条 直线 (6. 17) 一 (6. 19)7 或 交 于 一 点 ,或 互相 平行 ,它们 将 整 


个 平面 分 为 三 个 区 域 Rj,R;: ;Rs; 见 图 6. 4, 这 里 
RIi= {XIXE Ss Tin 短 嫩 ， 一 下 4 ， 


R, = {XIX E 3 minKA, = CA,), 
lj 

民 ; 二 { 下 | 下 后 95 min 下 4 一 下 六 
1 守 J 守 3 


+ 390* 


因此 ,(6. 16) 可 以 改写 成 


v =maxmin XAd, 
TES IE 


一 maxf max 革 4， max 夺 坟 op， tmax 秆 贞 )， 
KESNR XESINR, NESNR, 
应 当先 计算 
TH 起 其 才 生 7， 了 一 1 ,之 3， 


FESNR, 


然后 在 这 些 值 中 取 其 最 大 者 即 为 > 

由 于 3$ 门 Ri0 一 1,2,3) 是 凸 多 边 形 (在 特殊 情况 可 以 是 一 个 
直线 段 .或 一 个 点 .或 空 集 ), 一 次 函数 4., 在 凸 多 边 形 域 上 只 可 
能 在 顶点 处 取得 其 最 大 值 ,因此 ,只 需 计算 丰 4., 在 有 关 顶 点 处 的 
值 ,进行 比较 ,其 最 大 者 就 是 vw. 在 比较 的 过 程 中 ,同时 也 就 得 到 了 
局 中 人 1 的 最 优 策略 . 

求 出 对 策 的 值 v 以 后 ,不 难 用 类 似 的 方法 计算 局 中 人 2 的 最 


优 策略 了, 我 们 有 
v=min maxA.Y 
YES, Ii 


一 min max {ALY' ,AY ,AsY} 
YES, 


=min{ min ALYFT, min A.YT™, min 4 7 }， 
res,NT, resnT, res, NT 


其 中 
TT, 一 {¥Y IY [0 Sy;maxA..Y 一 各 .7 了 T)》， 
] si 过 3 


T,= {YIlY€ Sssmax dy 一 A,.F"}, 

T= {YIY € SiimaxdeY” = A;.FT}. 
只 须 计算 4 .F 在 有 关 顶 点 处 的 值 ,进行 比较 ,其 最 小 者 必 为 

v. 而 取得 最 小 值 v 的 点 了 就 是 局 由 人 2 的 最 优 策略 . 
例 5.1.15 应 用 上 述 方 法 计算 例 6. 1. 14 中 对 策 的 值 和 最 优 


策略 , 支付 矩阵 是 
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3 3 5 
B= |4 2 —3|. 
3 3 2 


为 了 计算 简便 ,对 秆 阵 吕 的 每 个 元 素 加 上 ~- 个 常数 一 3, 得 到 


0 0 2 
4 一 |1 一 1 一 6|. 
0 0 一 1 


现在 来 解 矩 阵 对策 4. 有 
天 册 ， 一 rw 
天 好 。 一 一 -zy 
As 一 20 一 6r — Xs, 
直线 Y4. =X4.: 的 方程 是 rz:=0: 直 线 Y4.: 一 Y4.: 的 方程 是 


271 一 HX ~ Xi = 0, 
或 3zi 一 4zra = 1; 
直线 4.; 二 和 A. 的 方程 是 

2rl 一 了 Try — r= 0, 
或 371 一 6 一 1. 


在 图 6.5 中 画 出 了 mipX4 -分 别 等 于 4.EY4 4. 的 三 
个 区 域 RR; ,RR;, 
计算 素 4 .在 (1,0， 0) 和 | 要 ;0, 幸 | 处 的 值 : 
(1,0,0)(0,1,0)7 = 0, 


[ 计 :0: 宇 | C0.1,07 = 0 


再 计算 下 4 ,在 (0,1,0),(0,0， 1) 和 | 六 了 了， 了 0 处 的 值 ， 


CO, 1 :DC2, 一 #， 一 1)7 = 8, 
0,0,1)(2, — 6, 一 1) 1， 
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5 2 T 2 
光子 ,0 2, 一 6, 一 1) 一 人 了 
比较 以 上 5 个 值 ,其 最 大 者 为 0. 因此 ,和 矩阵 对 策 4 的 值 是 
va = 0, {6, 20) 
局 中 人 1 的 最 优 策略 是 
Xr = (01,0,0)，X 一 [去 ,o 演 |， (6. 21) 
以 下 办 来 计算 局 中 人 2 的 最 优 策 略 . 我 们 有 
AA.YT = 23y3， 
4 一 3 一 3 63s， 
Fo 一 一 Ys: 


直线 4 .一 4 .的 方程 是 


yy 0 或 的 十 7 一 8 
直线 A =A 的 方程 是 
50， 或 6 十 4os 一 5; 
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直线 4,.8 一 A,.Y? 的 方程 是 
33 一 站 
在 图 6.6 中 和 画 出 T maxA. 7 分 别 等 于 4 .7T7,4。.7T,4,.YT 
的 3 个 区 域 了 ,7 ,7 


图 6.56 


、 工 8 1 ] 1 
全 计算 .了 在 (0,1,0),60,0,1) ,| 号,0, 语 | [去 ,二 ,0] 处 的 


《0,0,2)40, 1 07 = 0， 
01072800，1)T7 一 2， 


C0,0.2| ,0 二 


《| 一 

~- 

呈 六 
| 

wlrs 
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再 计算 4:.Y7 在 (1,0,0) 处 的 值 : 
(1, 一 1 一 6)(01,0.0)7 一 1. 
比较 以 土 5 个 值 ,可 知 局 中 人 2 的 最 优 策略 是 
也 ， 到 :9 (6. 22) 
回 到 原来 的 矩阵 对 策 召 , 根 据 (6. 20), (8. 21),(6. 22) ,得 到 对 
策 B 的 值 是 ve 一 3， 
局 中 人 1 的 全 体 最 优 策略 是 18 十 人 1 一 办 和 ，D<A<1, 即 


(1,0,07 十 (一 必 [ 读 ,0, 卫 | , 0A 


局 中 人 2 的 全 体 最 优 策略 是 /好 十 (1 一 上 了 ,0 志 p 朗 1; 即 


x0,1;0) 十 (1 一 站 [去 ,去 ,0 , 0pELl. 


Yi = (0,1,0), 了 = | 


2 
6. 1.9 矩阵 对 策 与 线性 规划 的 关系 


设 4= (ai) 是 mwXn 和 矩阵 对 策 的 支付 箱 阵 . 可 假设 对 一 切 : 和 
一 切 ;有 a;; 守 0; 则 对 策 的 值 wv>>0; 否 则 只 需 对 4 的 每 个 元 素 加 上 
一 个 适当 的 正 的 常数 ,就 可 满足 上 述 条 件 . 

当局 中 人 1 采用 混合 策略 ES 时 ,他 的 期 望 支付 至 少 是 


min YA, = &, 
1 je 


我 们 得 到 
于 A pe- Ui, J i 


即 


四 
ya; > ts j= lpn, 
i=1 
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作 


也 一 和 4 一 1 s**t 则 上 面 各 式 化 为 


> DOD, f 一 ro 
由 于 局 中 人 1 希望 使 x 为 极 大 (根据 (6. 8), 此 极 大 值 就 是 对 策 的 
值 ") ,也 就 是 使 17r 为 极 小 ,因此 ,上 述 问 题 化 为 下 列 线性 规划 问 
题 ， 
min 二 十 下 十 i 


5.t, Yan j= ln (6.23) 
[ 


0 一 1， 
类 做 地 ,当局 中 人 2 采用 混合 策略 了 YE3. 时 ,局 中 人 1 得 到 的 
期 望 支付 不 超过 


maxA..FT = vw, 
1 


我 们 得 到 


A 二 ， t= ly , 


即 


Pay Rw 一 


二 四 上 


> y= 1， 


J=l 


yi 之 0， 了 一 1 ,好 . 


令 沁 =Y :j=1 Ci 由 于 局 中 人 2 希望 使 Te 为 轰 小 (这 个 极 小 值 


就 是 上 ,也 就 是 使 17ae 为 极 大 ,因此 ,上述 问题 化 为 下 烈 线性 规划 
问题 ; 
max 革 十 下 十 六 


s,+. Day =i, (6. 24) 
i=1 


W000 j= 1 n, 
《6.23) 和 (C6. 24) 是 对 偶 线 性 规划 问题 ， 
由 以 上 分 析 可 知 ,mxn 秆 阵 对 策 4= (a,) 的 求解 问题 等 价 于 
解 上 述 对 侦 线 性 规划 问题 (6. 23) 和 (6. 24). 


6. 2 无限 对 策 


6.2,1 零 和 二 人 无 限 对 策 


矩阵 对 策 最 简单 的 推广 ,就 是 将 每 个 局 中 人 的 策略 集 从 一 个 
有 限 集 换 成 一 个 无 限 集 ,例如 换 成 区 间 [0,1] 中 的 全 体 实 数 

定义 6.2.1 局 中 人 1 从 区 间 [0,1] 中 选择 一 个 数 z, 局 中 人 
2 完全 独立 地 从 区 间 [0,1] 中 选择 一 个 数 y. x 和 3 称 为 局 中 人 1， 
2 的 纯 策 略 . 选 定 x,y 后 ,局 中 人 1 得 到 支付 PCr'y), 局 中 人 2 得 
到 支付 一 PCz,y). 这 种 对 策 称 为 零 和 二 人 无 限 对 策 tinfinite 
game), 有 时 也 称 它 为 正方 形 上 的 无 限 对 策 ， 

同 矩 阵 对 策 的 情形 一 祥 ,下面 的 不 等 式 必 定 成 立 ; 

max min Plrry) in max Plr,y), 《6. 25) 


0TE| 二 v 宕 守 y 和 |] 1T 宝 本 
候 定 两 端的 值 都 存在 . 
当 且 仅 当 
max min P(x,Y) = Min max Pir,y) 《6. 26) 
Dr 1 1 DI 
时 ,存在 点 (x ,y*)E[L0,1]x[0， 1]， 使 得 不 等 式 
PUTryy 有 Pr 和 了 (TY) C6. 27) 
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对 于 一 切 z 和 [0,1 和 一 切 >E [9,1] 成 立 . 这 时 , 称 (x" ,y"' ) 是 支 
付 函 数 PCx,y) 或 对 策 的 一 个 ( 纯 策略 ) 鞍 点 .P(x,y) 在 鞍点 处 的 
值 "= 一己 (z” ,y" ) 称 为 对 策 的 值 . 我 们 有 


max minP{ary) 一 天 (TY 》 一 也 


dtl 1 


一 min max Plx,y), (6, 28) 


VEE OE 


max Pry = Ptr’ oy ) = minPox yy), (6.29) 
ms 了 这 1 by 1 
6.2.2 混合 策略 


如 果 《6, 26) 不 成 立 , 则 (6.25) 中 的 严格 不 等 号 成 立 , 即 


max min P(xy) < mn max Plr,y). (C8, 30) 
和 入 y 和 TT1 


人 0 工时 上 太志】 
这 时 ,就 需要 引进 混合 策略 的 概念 . 
定义 6.2.2 正方 形 上 无 限 对 策 局 中 人 1 的 混合 策略 是 定义 
在 [0,1] 上 的 分 布 函数 F(x); 对 于 每 一 个 zE[0,1],F(z) 是 用 某 
种 随机 方法 选 出 的 数 小 于 或 等 于 的 概率 ,也 就 是 随机 变量 的 
值 小 于 或 等 于 的 概率 : 
Flx) = prit Ew}. 


当 一 0 时 , 定 兴 
FO) = pr{ié < 0}=0. 
由 定义 有 
下 (8 — Fla) = pria $A}, (6. 31 ) 
FC(b) — FO0) 一 prid SEE). (6. 32) 
局 中 人 2 的 混合 策略 C(y) 也 是 定义 在 [0,1] 上 的 分 布 函数 . 
局 中 人 1,2 分 别 按 分 布 函数 即 混合 策略 Cx) .GCy) 在 区 间 [0,1] 
中 选择 策略 ， 
如 果 局 中 人 2 采用 纯 策 略 ,局 中 人 I 采 用 混合 策略 ECz)， 
则 局 中 人 1 的 期 望 支付 是 
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| Per,>dFce)， 


这 里 的 积分 是 Stieltjes 积分 . 
同样 ,如 果 局 中 人 1 采用 纯 策 略 ,局 中 人 2 采用 混合 策略 
Gy), 则 局 中 人 1 的 期 望 支付 是 


| Peaceoy 
心 


如 果 局 中 人 1,2 分 别 采用 混合 策略 Pz),GCy)， 则 局 中 人 1 
的 期 望 支 付 大 


[时 地 上 
ECF;,G) = [fpe, yar de). (6. 33) 


局 中 人 1 希望 期 望 支付 越 大 越 好 ,他 可 以 选择 F(z) 使 他 得 到 
的 期 望 支 付 不 小 于 
Vi 一 max min E(F,G), 《6. 34) 
这 里 的 最 小 秆 和 最 大 值 都 蚌 在 全 体 分 布 函 数 的 集 上 取 的 . 
同样 ,局 中 人 2 可 以 使 局 中 入 1 得 到 的 期 望 支付 不 超过 
vz 一 min max ECF ,7). (6. 357 
我 们 假定 vj ,vz 都 存在 . 下 列 不 等 式 必 定 成 立 ， … 


vw =max minE(F CD) 
下 全 


Smin max ECF ,G) = Ta- (6. 36) 


6. 2.3 连续 对 策 


在 一 般 情 形 , (6. 36) 中 的 等 号 不 一 定 成 立 . 
定理 6. 2.3 设 无 限 对 策 的 支付 函数 中 (z,?) 是 定义 在 0 所 x 
所 1;0< 扫 ys<1 上 的 连续 函数 , 则 (C6. 347 和 (6, 35) 存 在 且 相 等 ， 
定义 6.2.4 称 支付 函数 是 连续 函数 的 无 限 对 策 为 连续 对 策 
《continuous game), 
定义 6.2.5 设 P(lx,y) 是 正方 形 0 所 x 所 1,0 必 yl1 上 连续 
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对 策 的 支付 函数 , 如 果 存 在 局 中 人 1,2 的 混合 策略 FR* (x)， 
G'(y) ,使 得 不 等 式 
EC(F,G*) S&S ECF',G") SE ECF: 0) 《6. 37) 
对 于 一 切 分 布 浮 数 下 和 GG 成立 ; 则 称 CF* ,G" ) 为 已 (PC) 或 连续 
对 第 的 一 个 (混合 策略 下 的 ) 蒂 点 ,或 称 为 对 策 的 一 个 解 . 下" (x)， 
Gy 分 别称 为 局 中 人 1,2 的 最 优 (混合 ) 策 略 . 
定理 6.2.6 连续 对 策 鞍点 存在 与 定理 6. 2. 3 等 价 ， 


6.2.4 最 优 策 略 的 性 质 


设 Foz)yg(o) 分 别 是 0 饼 z 和 1,0 志 yyS 袜 1 上 的 六 续 函 数 ， 
F(z)sGty) 是 分 布 函数 , 则 有 


max| fC)dF Cr) 一 max f(x), (6. 38) 
所 丰 0 

日 1 四 + 
min| gC9)dG Cy) 一 Tin gy). ‘6. 39) 


利用 (6. 38) 和 6. 39) 可 和 将 关于 连续 对 策 的 基本 定理 6.2.3 写 
成 下 列 与 之 等 价 的 形式 ， 


vw 一 max min | dz) 
EF omyElJo 


1 
—minmax | P(r,yIdG(y) = vs 《6. 40) 
fID 


max | PCr,y)dG- (y= E(F*,G") 
0 过 号 1]J 0 
一 min | Pdzvy)dP"(z)， (6. 41) 
vay 0 


其 中 下" G2),G* 分别 是 局 中 人 1,2 的 最 优 策略 ， 
下 面 是 关于 最 优 策 略 的 两 个 主要 性 质 ,它们 与 怎 阵 对 策 中 的 
定理 6.1.10 和 定理 6. 1.11 相对 应 ， 
定理 6.2.7 设 Pix,y) 是 正方 形 0 和 xz 委 1,0 委 y 安 1 上 连续 
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对 策 的 支付 函数 :oz 是 对 策 的 值 . 
(1) 设 G" Cy) 是 局 中 人 2 的 一 个 最 优 策略 . 如 果 对 于 某 个 mm 
EL0,1j 有 


[Pt y)de: (y) < v, 


则 pr 人 一 4oj 一 0， 
(2) 设 F* (x) 是 局 中 人 1 的 一 个 最 优 策 略 . 如 果 对 于 某 个 
2oE [0,1] 有 


1 
[Pie,yodr: (x) >v, 


则 pr{¥=3y} =0. 

定理 6.2.8 设 P(x,y) 是 正方 形 0 所 x 所 1,0 护 y 访 1 上 连续 
对 策 的 支付 函数 jun 是 对 策 的 值 , 则 

(1) 分 布 函 数 FF" (zx) 是 局 中 人 1 的 最 优 策略 的 充 要 条 件 是 


cemadF- (7) 0 0 二 二 1 
C2) 分 布 函数 Gy) 是 局 中 人 2 的 最 优 策略 的 充 要 条 件 是 
| Per,opac' (Ev OCIELl. 


6.2.5 具 西 支付 函数 的 连续 对 第 


如 果 单 位 正方 形 上 连续 对 策 的 支付 函数 PCzx,y) 对 于 其 中 一 
咎 变量 来 说 是 个 凸 函 数 (convex funetion) ,这 种 对 策 称 为 具 凸 支 
付 函数 的 对 策 . 求解 比较 简单 ,解法 包含 在 下 述 3 个 定理 中 . 

定理 6. 2.9 设 单位 正方 形 上 连续 对 策 的 支付 函数 P(r,y) 
对 于 每 一 个 是 > 的 严格 凸 函 数 , 则 局 中 人 2 有 一 个 最 优 纯 策略 ， 
并 且 这 个 纯 策 略 是 局 中 人 2 的 唯一 最 优 策 略 ， 

定理 6.2.10 在 定理 6.2.9 的 假设 条 件 下 ,对策 的 值 是 


v= min maxPr,y). 
Dy Fl 
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由 此 可 知 , 局 中 人 2 的 最 优 纯 策略 ”满足 
v= mn maxP{tr,y) = max 天 (zy 
Oy OrEl Oz 


定理 6.2.11 在 定理 6.2.9 的 假设 条 件 下 ,局 中 人 1 的 最 优 
策略 是 FF* (x)， 


(1) 若 ”一 0, 则 
下 "YY)》 = 1 (42), 
这 里 1- xz) 是 具有 一 个 阶梯 的 阶梯 分 布 革 数 , 即 
7 cn = 人 0 过 Y<t 


1, x’* < 工 挟 1 ， 
其 中 x" E[0,11] 满 足 条 件 
Plx’ ,0) = vw, 
larc ,0) 守 0 
(2) 车 yy" = 二 1, 则 


F(x) = Lr (2), 
其 中 z EL0,1] 满 足 条 性 


Plx" »1) = 
BSP) 0. 
(3) 车 0 所 六 之 1, 则 


FCx) = als Cx) + (1 — OL (zx), OK a 1l, 


其 中 zx/ E50,1],x; E [0:;1] 和 a 满足 条 件 
PX? ry") = vs, 

Px 村 六 0， 

Plri ,y= Uv 


9 二 a 
Er sy 7 雪 0， 


三 
a Pl? +o) RP ) = 0. 
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如 果 支 付 函数 PCz,y) 是 的 凸 函 数 ,而 不 是 严格 凸 函数 , 则 
以 上 3 个 定理 仍 成 立 , 但 这 时 局 中 大 2 的 最 优 纯 策略 通常 不 再 是 
唯一 的 了 . 


f.2.6 定时 对 策 


定义 5.2.12 定义 在 单位 正方 形 上 的 无 限 对 策 ,如果 它 的 支 
付 通 数 取 下 列 形式 : 
firyy)， 当 z 之 >， 
P(x,Y) = [ew 当 x = y， 
Ma:(z,y)， 当 了 并 < 近 3， 
其 中 jd 都 是 连续 函数 ,但 已 (zy) 在 正方 形 的 对 角 线 = 
3? 上 不 连续 ,这 种 对 策 称 为 定时 对 第 (garmes of timing). 
现在 用 一 个 古典 的 决斗 癌 题 作 为 例子 来 说 明 这 种 对 策 . 这 是 
有 声 决 斗 的 最 简单 例子 . 
例 6.2.13 假设 两 个 决斗 者 即 局 中 人 1,2 各 有 一 发 子弹 .如 
果 一 个 局 中 人 人 开 了 枪 而 未 命中 , 则 他 的 对 手 知 道 他 已 用 掉 了 仪 有 
的 一 发 子弹 ,就 可 以 走 到 面对面 的 地 方 开 枪 ,从 而 稳 操 胜 券 ， 
假定 局 中 人 1,2 从 相隔 距离 为 1 的 地 方 同时 起 步 迎 面 走向 对 
方 . 每 个 局 中 人 在 决斗 开始 后 任何 地 点 都 可 以 开 枪 , 胜 者 得 到 支付 
为 1, 败 者 为 一 1 双方 同时 开 枪 且 都 击 中 对 方 或 都 未 击 中 对 方 时 
支付 为 0. 
局 中 人 1 的 策 格 是 选择 在 双方 距离 为 z 时 开 枪 ,0 专 z 专 1, 假 
定 命中 率 函 数 (accuracy function) 为 Pi(r); 它 表示 当 距 高 为 z+ 时 
击 中 对 方 的 概率 . 局 中 八 2 的 策略 是 选择 一 个 值 ,0 委 ? 委 1, 在 双 
方 相距 为 y 时 开 枪 . 以 Ps(y)? 表 示 局 中 人 2 的 命中 率 , 双方 都 希望 
选择 一 个 最 合适 的 时 机 开 枪 ,过 早 或 过 晚 都 对 己方 不 利 ; 这 就 是 定 
时 对 第 名 称 的 由 来 . 
土 述 决 斗 对 策 的 支付 函数 是 
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1 PX)+F—1L1—Ptr)]=2P (x)—1l, ry 
1* PC)E1— Petr) +(— [i— P(r) P(x) 
=P(7)— P(r), X=y, 
(C— ID)P(y) tl: [1—P(y) =i—2Py), < 
在 上 式 中 , 局 中 人 1 在 双方 相距 为 x 处 开 枪 . z>>? 表示 局 中 
人 人 工 先 开 枪 . P(x) 是 局 中 人 2 被 击 中 的 概率 ,1 一 Pi(z) 是 局 中 人 
2 未 被 击 中 的 概率 . 因此 ,1，Pi(x) 与 (一 1)[1 一 P(xz)j] 之 和 是 局 
中 人 1 在 z 处 开 枪 的 期 望 支付 . 
xz 一 yy 是 局 中 人 1 和 2 同时 开 枪 的 情形 . 其 中 ,1 *， P(x)[1 一 
P:(z)] 表 示 2 被 击 中 而 1 未 被 击 中 时 1 得 到 的 期 望 支付 ; 另 一 项 
《一 1)[1 一 Pi(x)1Pstz), 则 是 2 未 被 击 中 而 1 被 击 中 时 1 的 期 望 
支付 ， 
最 后 ,z<y 是 局 中 人 2 和 完 开 枪 的 情形 . 
我 们 来 计算 中 站 we 四 人 2， 
由 于 疡 ，,P: 都 是 它 作 各 自 的 变量 的 递减 函数 ,所 以 当 z<y 
时 有 1 一 2P;(y) 半 1 一 2P;(z), 因此 


max minPtz,y) 
de ry Oe yl 


= max min{2Pitz) 一 Pr) — P(r) sl ~ 2P,(7)), 
令 
C7) = min {2P zy) ~— 1,P(Cx) — P(x) ,1 — 2P,(x)}, 
并 将 0<z 委 1 分 为 3 个 区 间 如 下 : 
有 = {xz|Pitx) 十 Plz) 之 1)， 
= {x|P(r) 十 P(x) = 1}, 
= {zx|PiCr) + Pr) RE 1), 


Plzr;,y)= 


则 


max min Plx,y)} = max Kx) 
Or dE yA El 


= max{max ptr) ,max HA(rI),max K(x)). 
下 王 冲 开刀 只 ze 
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图 7 


设 PiCr') 十 Polx*)==1, 见 图 6.7. 则 有 
A=[0,x"], B= {x1,C= [x’,1]. 
(1) 当 zEA 时 ,Pi(x) 十 Potx) 之 1. 这 时 有 
1 — 2P(z) Pr) — PT) 2P(7) 一 ]， 
因此 
A(x) = 1 — 2P,(Cx), 
它 是 的 增 函 数 , 见 图 6. 8. 由 此 得 到 
maxp(x) = 1— 2P(xr" ). 
(2) 当 zEB 时 ,有 
1 一 2P(x) = Ptr) — P(x) = 2P (xX) — 1. 
因此 
KZ = P(x) — P(x), 
maxy(z) = Pi(z') — P(x'), 
3》 当 二 EC 时 ,有 
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图 4.8 
2Pi(x)} 一 二 < P(x) 一 Pz(z) 之 1 一 2P,(x), 


因此 
At) = 2P(x)— 1, 
它 是 x 的 减 函 数 ， 由 此 得 到 
maxptz) = 2P(rx*) — 1. 
由 上 面 的 (1),(2),(3), 有 


maxs(x) =maxn(r) = maxpygtr) 
下 所 咱 二 日 工 护 安 


=P{tr") 一 PK ), 


因此 
Imax sinP tz,y) = P(r) — Pr), 
类 似 可 证 
Min maxP(z,y) 一 Pi(y’ ) ~ Py"), 
其 中 y" 满足 


Pty')+ Ply")©o—1. 
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由 此 可 见 , 对 策 有 一 纯 策 略 蔷 点 (z ' ,yy )z "一 2” ,满足 方程 
PIT D+ Px) = 1, 
这 就 是 说 ,两 个 决斗 者 应 在 相距 为 x" 时 则 时 开 枪 . 对 策 的 值 是 
v= P(r) Pr ). 


6.3 nn 人 非 合 作对 策 


6.3.1 基本 概念 


定义 和 .1 称 
T= [1,{S;},{P,}] 
为 n 人 非 合 作对 策 (n-person noncooperative game). 在 上 式 中 了 
二 {1,…,n} 是 局 中 八 的 集 . 每 个 局 中 人 i 二 1,…,n 有 一 个 纯 策 略 
的 有 限 集 
Si; = (0) = 
其 中 s 信 ,…,s 如 是 局 中 人 i 的 mi 个 纯 策略 . 每 个 局 中 人 有 一 个 支 
付 函 数 Pi. 当 每 个 局 中 人 i 选 定 一 个 策 上 :中 后 ,就 形成 了 对 策 的 
一 个 纯 策 品 局 势 (situation) 
8 一 《8 ee Ei 三 Si 
支付 函数 就 是 局 势 的 函数 : 
P= Pts), f=] ,+ nn. 
定义 6.3.2 
si 一 CGD se SD sD ,0 ), 

上 式 的 意义 是 ; 在 局 势 *= 00，…s) 中 ,第 :个 局 中 人 将 
他 的 策略 s" 换 成 :", 其 他 局 中 人 的 策略 不 变 ,这 样 得 到 的 新 的 局 
势 就 是 * 1 xz2. 显然 ,s | 全 一 9 

定义 6.3.3 设 s' 是 nw 人 非 合 作对 策 荆 三 FT, {Si} ;{Pi} 的 一 
个 局 势 . 如 果 对 于 每 一 个 iET 和 每 一 个 s?E€ Si(s" = 3s， 
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呈 一 1，…y905 有 Ps” | s" EPts’ ); 则 称 s“ 是 i 的 一 个 平衡 
点 (equilibrium point) 或 平衡 局 势 、 
以 上 3 个 定义 都 是 对 纯 策 略 而 言 的 , 显然 ,在 一 个 = 人 非 合作 
对 策 中 ,平衡 点 不 一 定 存在 . 
回 矩 阵 对 策 一 样 , 也 需要 考虑 局 中 人 的 亡 合 策略 . 
对 于 每 一 个 局 中 人 iD 以 x 表示 i 的 一 个 泥人 台 策 略 , 即 
KO = (XO, Ta) 


其 中 
x 00, 二 1 Dx = 1, 
A=l 


局 中 人 = 以 福 率 zx? 选择 策略 ?5 天 一 1 mi 
定义 和 3.4 称 z 一 (zz ) 为 对 策 的 一 个 (混合 策略 ) 
局 势 , 其 中 x2=(rz zw) 是 局 中 人 的 一 个 混合 策略 ， 
一 ] yn. 
定 久 6.3,5 
ED = xD DO XY, 
上 式 的 意义 是 : 在 混合 策略 局 执 YY 一 (xz 中 ,局 中 人 
; 将 他 的 混合 策略 *?" 换 成 另 一 个 混合 策略 x“" ,其 他 局 中 人 的 策略 
不 变 , 所 得 到 的 局 势 就 是 x1z 中 .显然 ,x x 一 x. 
定义 .3.6 称 六 三 [IT, {Xi}， {Pi}] 为 n 人 非 合 作对 第 (在 混 
合 策 略 意 义 下 ) ,其 中 
了 一 {1,"n}, 
{Ki} = {Xi ,是 9 


;= {x } = {Cx 村 ， 芋 一 1 


me 
zh 0 k= 1 Dx 一 ]# 
=1 


{P,} 一 {PsP}, 
= OB * 


P;i= P(s), i= ln 

为 了 方便 ,在 两 个 定义 6,3.1 和 6.3.6 中 ,用 了 同一 个 字母 卫 
表示 纯 策 略 和 混合 策略 意义 下 的 上 人 非 合作 对 策 . 由 于 混合 策略 
的 情况 为 更 一 般 , 这 样 做 不 会 引起 混 诺 ， 

定 尺 6.3.7 以 Elx) 表 示 nn 人 非 合 作对 策 芽 二 EI, {xX,}， 
{P;}] 中 局 中 人 i 在 局 执 x 下 应 得 的 期 望 到 付 ,i 一 1,…:,n. 

定义 6.3.8 设 x' 是 mn 人 非 合 作对 策 全 二 [1, {XX}, {Pi}] 的 
一 个 混合 策略 局 势 . 如 果 对 于 每 一 个 ?ET 和 每 一 个 x”?EX, 有 EE 
Cx x 和 Elx'), 则 称 x* 是 了 (在 混合 策略 干 ) 的 一 个 平衡 点 
或 平衡 局 势 . 


6.3.2 平衡 点 的 存在 性 


定理 6.3.9 设 T=[T,{ 庆 ),{Pi}] 是 w 人 非 合作 对 策 , xz* 是 
古 的 平衡 点 的 充 要 条 件 是 :对 于 每 一 个 局 中 人 i 和 每 一 个 纯 策 略 
sES, 有 E(x | sR 和 Ex*'), 这 里 (x's 中) 是 在 x' 中 将 i 
的 混合 策略 x*"” 换 成 一 个 纯 策 略 ;后 局 中 人 的 期 望 支付 . 

利用 这 个 定理 很 容易 验算 某 个 混合 策略 局 势 x" 是 否 对 策 的 
平衡 点 ， 

定理 6.3.10 Nash 定理 每 一 个 x 人 非 合作 对 策 TT 二 {7， 
{1}， {Pi}) ] 必 有 平衡 点 . 


6. 3.3 2X2 双 矩阵 对 策 的 平衡 点 


定义 6. 3.11 设 局 中 人 1 有 mw 个 策 路 i 一 1,…,m! 局 中 人 2 
有 个 策略 j=1,… sn. 设 局 中 人 1 选择 策略 i, 局 中 人 2 选择 策略 
j 时 ,他 们 得 到 的 支付 分 别 是 a 和 5&, 则 双方 的 支付 矩阵 是 
Bin ~ 
对 策 由 矩阵 4,8 完全 确定 . 这 种 对 策 叫做 闪 X# 双 矩阵 对 策 (bi- 
matrix game). 
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以 下 只 介绍 2x2 双 和 矩阵 对 第 平衡 点 的 求法 . 
定理 6.3.12 设 2Xx2 双 矩阵 对 策 局 中 人 1,2 的 支付 矩阵 分 


别 是 
a 在 a 交 
4 让 = 
以 下 一 (zy 1 一 ,YY=(《?， 11 一) 分 别 表示 局 中 人 1,2 的 混合 策略 ， 
其 中 0Sr1,0Sy 护 1. 


邻 
Q=a—b~—c+d, g=d—b, 《6. 42) 
R=a etd, rmd—e. “(6.43) 
则 对 策 的 平衡 点 根据 不 同 的 尽 ,g,R,r 值 由 下 面 的 (1 和 (27? 两 组 
不 等 式 确定 : 
(1) 当 人 一 0 二 g=0 时， 
0 过 zl， 0 和 yy 和 1 《6. 44) 
当 外 =0, gq 之 0 时 ， 
z=0;, Oy (6. 45) 
当 信 = 二 0, g 达 0 时 ， 
r=1: OSy 和 El (6. 46) 
当 QQ 二 0 时 ， 
二 0， yg 
[0 yo (6. 47) 
工 二 1， yy 4 
当 QQ@<0 时 ,(6. 47) 右 边 第 一 和 第 三 个 关于 y 的 不 等 式 换 成 
反方 向 的 不 等 式 . 
0 过 工 世 1，0 委 7 了 < 近 1， (6. 48) 
当 只 一 0D，r2>0 时 ， 
0 和 TEl y=0, 《6. 49) 


"41D。 


当 届 = 一 0，r<0 时， 
0 和 zl y=1. 《6. 50) 
当 员 0 时 


T=r/R, 0D<y 1， 
rR, ?3 一】， 
当 民 <<0 时 , (6. 51) 左 边 第 一 和 第 三 个 关于 z 的 不 等 式 换 成 
反方 向 的 不 等 式 . 
将 4 组 不 等 式 (6. 44) 至 C6.47) 中 满足 对 策 条 件 的 一 组 与 
《6. 48) 至 (6. 51) 中 满足 条 件 的 一 组 联 立 起 来 , 即 可 求 得 与 平衡 点 
相对 应 的 = 和 >y 值 . 
例 6.3.13 囚犯 的 难题 (the prisoners dilemma) 
2X2 双 上 矩阵 对 策 的 支付 矩阵 是 
8 0 8 10 
4 一 | ,| $= [, ,| 
利用 公式 (6. 42) 和 C6. 43) 计 算 Q,g:R,r: 
Q=0,9g=2>0, 
R=0,r=2>0. 
由 C6. 45) 和 C6.49) 知 ,对 策 的 平衡 点 (x,y) 满 足下 列 关 系 ， 
r=0; 0 所 yy 扫 1， (6. 52) 
0 之 z 近 1 7 一 0. 《6. 53) 
不 等 式 组 (6. 52) 在 图 6.9 中 以 粗 黑 线 条 画 出 ,不 等 式 组 
(6. 53? 则 用 虚线 画 出 . 容易 看 出 , 粗 线 和 虚线 的 交点 就 是 对 策 的 平 


衡 点 . 因此 ,对 策 有 唯一 的 一 个 平衡 点 * 即 
大 一 0，3 一 0 


r/R, y= 0, 
| (6, 51> 


或 
X,Y) = ((0,1), (0,1)). 
局 中 人 1 和 2 都 采用 第 2 个 纯 策 略 , 得 到 的 支付 都 是 2， 
:411* 


图 6.9 


这 个 结果 对 两 个 局 中 人 显然 都 不 是 最 有 利 的 . 如 果 双 方 都 选 
择 第 1 个 策略 ,得 到 的 支付 都 是 8, 远 较 平衡 点 处 的 值 为 大 .但 在 
非 合 作对 第 的 范畴 内 ,两 个 局 中 人 没有 办 法 能 保证 达到 这 一 结局 . 

例 6.3.14 周末 文娱 问题 battle of the sexes》 

2X2 双 矩 阵 对 策 的 支 讨 矩阵 是 


2 一 1 1 一 1 
4-| 1 ,| 8-| ， ,| 
按照 公式 (6. 42) 和 (6. 43) ,算得 
Q—5>0, g=2, 
R=5>0, r= 3. 
将 这 些 数 值 代入 公式 (6. 47) 和 6. 51) ,得 到 


二 0， 3 之 275， 
0< Tc 1， yz | 《6. 54) 
让 二 1， 3 六 275， 
和 安 375， 2 一 0， 
工 一 375， ss (6. 557 
六 3/5， y= 1. 


解 这 些 不 等 式 , 求 得 对 策 有 3 个 平衡 点 ; 
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一 了 ,二 
{ry) 一 Co,0) ,| 5 Ed ER 


用 局 中 人 1,2 的 混合 策略 
(X,Y) 一 《fr 一 IT),Cy,1 一 yy 
表示 ,就 是 
3 2 2 3 
C0,D.00,1)), | 及. 和 | ,| 三, 和 | | sl10), (1,0)). 


| 
1 
1 
1 
1 
t 
1 
i 
1 
| 
EE 
5 


图 -10 


不 等 式 组 (6. 54) 在 图 6. 10 中 以 粗 黑 线 条 画 出 ,06. 55) 则 以 虚 
线 画 出 . 容易 看 出 , 粗 线 和 虚线 的 交点 就 是 对 策 的 3 个 平衡 点 ， 
如 以 (Ei,E2) 表 示 局 中 人 1,2 的 期 望 支付 , 则 在 上 述 3 个 平衡 
点 处 的 期 望 支付 依次 是 
1 1 


CE,, EF,) 一 {1] ,2)， [ 诗 ' 二 )， (2,1). 


第 二 个 平衡 点 处 的 支付 显然 比 第 一 和 第 三 个 平衡 点 处 局 中 人 
1,2 所 得 的 支付 都 小 . 但 由 于 这 是 一 个 非 合 作对 策 ,不 许可 在 事先 
对 如 何 选择 策略 进行 协商 ,不 许可 两 个 局 中 人 把 他 们 的 策略 结合 
起 来 ,所 以 无 法 保证 达到 第 一 或 第 三 个 平衡 局 势 . 
在 这 个 例子 里 ,如 果 局 中 人 1 采用 策略 守 二 (zx ,1 一 Zz) ,0 所 
所 1; 局 中 人 2 采用 策略 了 = (y， 1 一 ?7) ,0 魏 y 私 | 他们 的 期 望 支付 
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分 别 是 
五 (zyy) = EAPTT 一 5zy 一 2 二 3) 十 ]， (6.56) 
E(xsy) = XBYT = 5zy 一 3(z 十 y) 十 2， 《6.57) 
现在 画 出 EE 平面 上 当 0 妇 x 科 1，0 委 y 科 1 时 (号 ) 的 图 
形 . 
由 (6. 56) ,C6. 57) 不 难得 到 (消去 y%， 解 出 二 ) 
0 5B — ED) — 2(E + E)+1le5. (6.58) 
再 利用 条 件 9 所 x 和 xl, 还 可 得 到 
3EF.— 25: 十 1 六 0 (6. 59) 
2E,— 3E,—1&0, C6, 60) 
先 看 (6. 58), 满足 不 等 式 
SE — 五) 一 2( 忆 | 十 五 :) 十 1 蒂 0 
的 点 ( 吾 ,, 瑟 7 的 区 域 是 顶点 在 (174,1/4), 过 点 (1,2), C2,1) 的 抛 
物 线 的 外 侧 , 即 包含 原点 的 一 例 ， 


图 6.11 


域 ,就 是 图 6. 11 中 的 阴影 区 域 V .对 于 局 中 入 1,2 的 每 一 对 混合 
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策略 (和 ,7) ,有 Y 中 一 个 点 CE ,天 ) 与 之 相对 应 :友之 ,对 于 Y 中 每 
一 个 点 (E， +E2) ;至 少 有 局 中 人 人 1,2 的 一 对 混合 策略 (天 ,7 了 ) 使 得 
《五 , 羽 :) 是 这 一 对 混合 策略 下 局 中 人 1,2 的 期 望 支 付 . 通常 称 区 域 
Y 为 对 策 的 支付 集 . 


6.4 nx 人 合作 对 策 
6. 4. 基本 概念 ,特征 函数 


在 一 个 = 人 非 合 作对 策 中 ,两 个 或 两 个 以 上 的 局 中 人 不 许可 
事先 商定 如 何 选择 策略 ,不 许可 把 他 们 的 策略 结合 起 来 . 不 允许 在 
局 中 人 之 间 对 得 到 的 支付 进行 重新 分 配 , 一 个 局 中 人 不 能 分 享 另 
一 局 中 人 得 到 的 支付 

n 人 合作 对 策 则 对 上 述 两 方面 的 问题 都 不 加 限制 . 局 中 人 可 
以 进行 充分 的 合作 ; 可 以 事先 商定 ,把 他 们 的 策略 按 任 意 方式 协 
调 结 合 起 来 ;可 以 在 终局 后 重新 分 配 若 干 个 局 中 人 所 得 支付 的 总 
和 ， 

因此 ,一 个 nn 人 合作 对 策应 包含 以 下 几 个 因素 ，; 

首先 ,若干 个 局 中 人 要 在 某 些 方面 进行 合作 ,他 们 需要 结 成 一 
个 整体 , 称 为 联盟 或 合伙 , 这 是 nx 人 合作 对 策 的 一 个 重要 因素 ;在 
非 合作 对 策 中 ,每 个 局 中 人 都 为 争取 自己 最 大 的 利益 而 奋斗 ,不 存 
在 联合 起 来 进行 合作 的 问题 ， 

其 次 ,对 于 由 局 中 人 结 成 的 每 一 个 联盟 ,对 策应 规定 一 个 对 应 
的 数量 ,这 个 数量 可 以 看 作 是 对 联盟 的 力量 或 财富 或 收入 大 小 的 
一 种 衡量 . 这 就 是 说 ,有 一 个 定义 在 一 切 联盟 的 集 上 的 实 值 函 数 . 

另外 ,每 个 联盟 要 把 得 到 的 总 的 收入 分 配给 联盟 的 每 一 个 成 
员 . 这 就 需要 用 数量 来 表示 这 种 分 配 . 

在 mn 人 合作 对 策 中 ,各 个 局 中 人 如 何 选择 策略 已 不 是 主要 问 
题 . 强调 的 万 是 联盟 的 形成 . 
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定义 441 设 7 一 人 3} 是 局 中 人 的 集 ,o(03) 是 定义 在 了 
的 一 切 子 集 , 即 联盟 (coalition)S 集 上 的 实 值 函数 ,并 满足 条 件 
v(t) 一 0 
VC) 六 2 ), 


则 称 卫 三 [Lo 为 下 人 合作 对 策 (aperson cooperative game)， 
zt 为 对 策 的 特征 国 数 (eharacteristic function )， 
在 这 一 节 里 ,假定 每 个 联盟 $ 得 到 的 收入 可 以 按照 任意 方式 
分 配给 联盟 的 成 员 . 这 一 条 件 称 为 局 外 支付 (side payments) 条 件 ， 
定义 6.4.2 设 TT 三 [J,vl 是 wx 人 合作 对 策 , 如 果 对 于 一 切 
$5;TCI,SNT= 儿 ,有 
vs TY) v5) + v(T), 
则 称 v 或 卫 具 有 超 可 加 性 (superadditivity). 
定义 和 .43 设 T 三 [1,vjJ 是 x 人 合作 对 策 , 如 果 对 于 一 切 5， 
TCI,S 门 T= 必 , 有 
vs UT) = v(5) + v(T), 
则 称 v 或 牙 具 有 可 加 性 (additivity)， 
定义 6.4.4 n 人 合作 对 策 如 果 具 有 可 加 性 ,这 种 对 策 称 为 非 
实质 性 的 对 策 (inessential game) ,否则 称 为 实质 性 的 对 第 (essen- 
tial game). 
定理 6.4.5 wn 人 合作 对 策 厂 二 [1 ,vj 具有 可 加 性 的 充 要 条 件 
是 
v(1) = ZY). 
主要 感 兴趣 的 ”人 合作 对 策 是 实质 性 的 对 策 . 由 定理 6. 4.5 


和 定义 6.4.1 中 特征 函数 的 定义 可 知 ,实质 性 的 对 策 就 是 特征 函 
数 满足 条 件 w( > 277) 的 对 策 . 


本 节 中 介绍 的 合作 对 策 , 除 特别 指明 者 外 ,假定 都 是 超 可 
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加 的 . 
6. 4.2 策略 等 价 关 系 .(0,1) 规 范 化 


合作 对 策 可 以 按 其 基本 性 质 进 行 分 类 ,使 得 每 ~ 类 对 策 具有 
共 同 的 特性 ,从 局 中 人 的 角度 来 考虑 ,如 昌 两 个 对 策 具 有 共同 的 局 
中 人 ,而 且 他 们 的 特征 函数 在 策略 方面 的 可 能 性 完全 相 辣 ,就 把 这 . 
两 个 对 策 看 做 是 等 价 的 ,加 时 把 两 个 特征 通 数 也 看 做 是 等 价 的 .这 
种 等 价 关 系 称 为 策 覆 等 价 关系 . 将 全 体 特 征 男 数 划分 为 策略 等 价 
类 后 ,从 每 一 类 中 选 出 一 个 最 简单 的 特征 函数 作为 这 一 类 的 代表 . 
这 样 ,对 整个 一 类 对 策 或 特征 函数 的 研究 ,就 可 以 通过 对 这 个 代表 
的 研究 来 实现 . 

定义 6.4.6 设 IT=[1 ,vj 和 站 二 [1,v 是 定义 在 同一 个 了 = 
{1, 和)} 上 的 两 个 上 人 合作 对 策 , 如 果 存 在 个 常数 4a1,… ,a 种 
一 个 正 的 常数 c, 使 得 对 于 每 一 个 SC 有 

vw (S) = colS) 十 2 


则 称 症 和 是 策 赂 等 价 的 (strategically equivalent)， 或 者 说 , 特 
征 函 数 v 和 vw! 是 策略 等 价 的 ， 

这 样 定 义 的 策略 等 价 关系 显然 满足 矢 价 关系 (equivalence re- 
lation) 的 3 个 条 件 , 即 , 自 反 性 ,对称 性 和 可 递 性 . . 

定义 6.4.7 2 人 合作 对 策 PP 反 [7 的 特征 函数 " 若 满足 条 
件 

vi) = 0, 7 = lon 
和 
zf 人 TD 一 1， 

则 称 荆 或 v 是 (0,1) 规 范 化 的 (normalized). 

定理 6.48 每 一 个 实质 性 的 = 人 合作 对 策 了 = ,vj 策略 
等 价 于 唯一 的 一 个 (0,1) 规 范 化 对 策 . 即 ,对 于 每 一 个 SCT, 有 
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(3) 一 co 人 3S) 十 De, 
1 二 


其 中 
ct > 
vl) 一 Pvt}) 
FE 


加 — v({f}) 
“anD 一 3 
v(5) 是 (0,1) 规 范 化 特征 函数 . 
由 定理 6.4.8, 对 于 固定 的 了 ,合作 对 策 的 每 一 个 策略 等 价 类 
可 以 由 其 (0,1) 规 范 化 对 策 作为 代表 , 它 具有 整个 一 类 对 策 的 共同 
特性 . 因此 ,对 于 每 一 个 策略 等 价 类 ,只 需 研 究 其 代表 即 可 . 
例 56.4.9 设 5 人 合作 对 第 的 特征 函数 v 的 值 是 (1S | 是 联盟 


ob， 


zt 一 了 ee 本 


S 中 的 局 中 大 数 ): 
v($)=1, 若 |S|=1， 
v(S)=3, 车 IS|=2， 
v(tS)=5, 车 1$1=3， 
bfS) 一 7， 车 15|=4， 
vlS)=10, 车 1S|=5， 
v1)=12, 


现在 把 这 个 特征 函数 化 为 (0,1) 规 范 化 形式 ， 
按照 定理 6. 4.8 中 的 公式 计算 © 种 ea 有 


11 1 
6 ~ 12—6 6° 
vl 一 Dv({i}) 
i=1 
一 1， -1 = 和 
qi 一 一 cf 人 人) = 各 ] 6? 1 l,* ,6, 


因此 ,与 v 策略 等 价 的 (0,1) 规 范 化 特征 函数 v' 的 值 是 
vd{i}) = 0， f= 6, 
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Cy 
Ca 
二 


VW(S)= 襄 一 名 = 忻 ， 车 IS| =2， 
WS) 一 访 一 艺 一 字 ， 若 1S1 一 3， 
VS) 一 地 一 年 一 写 ， 车 151 二 4 
w(S) 一 四 一 之 = 写 ， 车 S| 一 
vD=1. 


对 于 x 人 合作 对 策 , 除 了 上 述 (0,1) 规 范 化 形式 外 ,有 时 也 用 
到 (一 1,0) 规 范 化 的 形式 . 
定义 6.4.109 ”人 合作 对 策 P 王 [7 要] 的 特征 函数 w, 若 满足 
条 件 
zf 人) 一 一 1， 一 1 
和 
vi) 一 站 ， 
则 称 工 或 v 是 (一 1; 人 0) 规 范 化 的 ， 
不 难 验 证 ,从 (0,1t) 规 范 化 特征 画 数 ”变换 成 (一 1,0) 规 范 化 
特征 函数 的 公式 是 
veS) =nvs)— 1S|, SSCLI. 
在 上 面 的 例 6. 4.9 中 ,将 (0;1) 规 范 化 特征 商 数 vw 变换 成 
(一 1,0) 规 范 化 特征 函数 ,结果 是 
wsS) 二 一 1， 车 |S| 专 4， 
vt) = 0, 车 151 半 4 
定理 6.4.11 任何 非 实质 性 = 人 合作 对 策 与 一 个 特征 函数 
恒 等 于 零 的 对 策 策 略 等 价 . 


6.4.3 二 人 合作 对 第 


定 尖 6.4. 过 在 一 个 rx 人 对策 中 ,如 果 对 于 每 一 个 局 势 s 有 
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> PiG) 一 下， 
其 中 下 为 一 常数 , 则 称 对 策 为 常 和 (econstant-sum) 对 策 ,否则 为 非 
常 和 {non-constantsum ) 对策 ， 
旭 果 选择 个 常数 起 ,i 二 1,…,n, 使 


Sk 一 天 ， 

i=1 
并 令 Pi(s) = P(s) — k,, ft = Ty 
则 SPs)=0. 

一 1 


可 见 , 常 和 对 策 与 零 和 对 策 从 策略 上 考虑 是 等 价 的 . 在 同一 个 策略 
局 势 下 ,两 者 每 个 局 中 人 得 到 的 支付 相差 一 个 常数 . 

对 于 特征 函数 形式 下 的 x 人 合作 对 策 , 常 和 与 零 和 也 同样 是 
等 价 的 概念 . 

首先 ,关于 常 和 mn 人 合作 对 策 的 特征 函数 ,有 下 面 的 性 质 . 

定理 6.4.13 在 常 和 人 合作 对 策 T 三 [7,v] 中 ,对 于 每 一 
个 联盟 SCT, 有 

mt) + vt) = vt). 

这 一 性 质 称 为 特征 函数 的 互补 性 (complementarity7. 

最 简单 的 合作 对 策 是 二 人 合作 对 策 . 如 果 将 二 人 合作 对 策 分 
为 常 和 与 非常 和 两 类 , 则 根据 定理 6. 4. 13 容易 看 出 ,一 切 常 和 二 
人 合作 对 策 都 是 非 实 质 性 的 . 

下 面 考虑 一 个 非常 和 二 人 合作 对 策 . 

例 6.4.14 在 二 人 非 合作 对 策 的 例 6.3.14 中 ,局 中 人 1,2 
的 支付 矩阵 分 别 是 


2 一 1 1 一 1 
4-| i | 5-| ， ,| 
作为 二 大 非 合作 对 策 ,已 经 看 到 ,由 于 局 中 人 1;2 只 能 各 自 独 
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立地 采用 混合 策略 ,所 以 它 的 支付 集 是 图 6. 11 中 的 域 Vv ， 

现在 ,如 果 支 付 矩 阵 4,B 所 代表 的 对 策 是 一 个 合作 对 策 , 则 
局 中 人 1 和 2 的 混合 策略 可 以 按 任意 方式 结合 起 来 ,形成 联合 的 
混合 策略 . 例如 ,两 个 局 中 人 可 以 事先 商定 ,或 者 两 人 都 选择 策略 
1; 或 者 都 选择 策略 2. 要 做 到 这 一 点 ,只 要 掷 一 枚 钱币 ,预先 规定 ， 
若 钱币 正面 向 上 , 则 两 人 都 选择 策略 1, 若 反面 向 上 , 则 都 选择 策 
略 2. 

如 果 人 允许 局 中 人 1,2 采用 一 切 可 能 的 联合 混合 策略 , 则 全 栖 
支付 5 ,的 集 是 图 6. 12 中 的 区 域 Y¥', 它 是 3 点 (1,2),(2,1)， 
《一 1 ,一 1) 的 操 包 ， 


Es: 


02) 


# 


de 
{—1;—1) 


¢.12 


不 难 算出 ,这 个 二 人 合作 对 策 的 特征 函数 v 的 值 是 
uc = v({2)) 一 二 of1;2)) 一 3. 


其 策略 等 价 于 唯一 的 一 个 (0,1) 规 范 化 对 策 ,其 特征 函数 的 值 


是 
zf 一 mi 人 2 一 0 一 1. 
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6.4.4 转 归 及 其 优 超 关系 


定义 在 4.15 4 维 向 量 x+= 二 (zx,… ,zx,) 若 满足 条 件 
x 区 i = 1 (6, 61) 


Dx = v(D), (6. 62) 


称 为 对 策 T=[7,0] 的 一 个 转 归 Gimputation)， 也 可 以 称 为 分 配 ， 
《6. 61) 称 为 个 体 合 理性 (indqividual rationality) 条 和 件 . 可 以 解 
释 为 : 一 个 局 中 人 7, 不 管 他 是 和 否 参 加 到 一 个 联盟 中 去 ,如 果 最 终 
分 配给 他 的 数额 还 达 不 到 他 一 个 人 单干 所 能 得 到 的 收入 ,他 当然 
不 可 能 接受 这 样 的 分 配 . 
(6. 62)7 称 为 集体 合理 性 (greop rationality ) 或 派 雷 托 最 优 性 
(Pareto optimality) 条 件 . 可 以 解释 为 :如 果 


vl) > Dx. 


则 了 中 全 部 成 员 可 以 组 成 大 联盟 7， ,得 到 的 总 收入 xz(D 超 过 转 归 > 
分 配给 他 们 的 总 数额 . 因此 ,他 们 肯定 不 会 接受 这 样 的 分 配方 案 . 


另 一 方面 ， D3 之 v1》 是 不 可 能 的 ,因为 总 的 分 配 不 许可 超出 总 


的 收入 - 由 此 可 见 ， (6. 62) 应 当成 立 . 
定理 6.4.16 非 实 质 性 的 nw 人 合作 对 策 荆 二 [I,vj] 只 有 一 个 
转 归 , 即 
t= (vA{l}) wn}, 
对 于 实质 性 的 对 策 了 三 [站 ,由 于 


a = vl)— Dri) >0, 
有 无 穷 多 种 方式 将 4 分 为 个 非 负 的 实数 a1,… an, 使 得 
Ya, 一 a. 
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因此 ,任何 形 如 
Y= (oD 二 + a v(t{n}) a) 
的 向 量 都 是 古 的 转 归 . 
对 于 (C0, 规范 化 的 对 策 三 [wv], 转 妇 x= 一 (zz 应 满 
足 的 条 件 (6. 61) ,C6. 62) 变 为 
X00 i= 1 (6, 63) 


> 一 1 《6. 64) 


定义 6.417 x 人 合作 对 策 芽 三 [I,vj 人 多 体 转 归 的 集 记 为 
XD), 

定义 6.418 设 x= (rr 和 ?= 加 ) 是 ma 人 合 
作对 策 Fr 三 [7,o] 的 两 个 转 妆 ,联盟 $ 是 了 的 非 室 子 集 , 如 果 


v5) > > (6. 65) 
+ 所 加 
且 > i€S (6. 66) 


则 称 了 关于 3 优 超 于 x{ty dominates x with respect to S); 或 者 
说 ,x 关于 5S 被 了 优 超 , 记 为 
J sk. 

《6. 65) 称 为 有 效 性 (eftectiveness) 或 可 行 性 条 件 , 或 者 说 ,5 
是 对 于 yy 的 有 效 集 (effective set). 

一 个 转 归 关于 某 个 联盟 优 超 于 另 一 个 转 归 的 概念 满足 可 递 
性 . 这 就 是 说 ,如 果 z>sy; 3>sx, 则 zsx， 

由 定义 可 知 , 关 于 单 人 联盟 不 可 能 有 转 归 的 优 超 关 系 . 关于 全 
体 局 中 人 的 大 联盟 了 也 不 可 能 有 转 归 的 优 超 关 系 . 

定义 4 4. 19 如 果 存 在 非 空 联盟 SCI, 使 y>sx, 则 称 转 归 y 
优 超 于 转 归 x, 记 为 ?> 上 

转 归 的 一 般 优 超 关系 不 一 定 满足 可 递 性 ,举例 如 下 . 

设 三 人 合作 对 策 的 特征 函数 ” 的 值 是 
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v(t}) = 0, t= ll:2,3, 
v({1.2)) = v({1,3)) = v({2,3)) = vt) = 10. 
考虑 转 归 
T= 055), y= (6,.4,0), x¥ = (4,0,6). 
显然 有 2>y,y>x, 但 z 不 优 超 于 x. 
定 尽 人 4.20 设 SCI,yEXOT). 定义 
Domsy = {xlx € X(T) sy >sr}, 
称 为 转 归 y 关于 联盟 $ 的 优 超 域 (dominion). 并 定义 
Dom y = Domsy; 
称 为 转 归 ， 的 优 超 域 . 
定义 6.4.21 设 SCI,ACX(D). 定义 
DomsA = Doms ys 
称 为 转 归 集 4 关于 联盟 5 的 优 超 域 . 并 定义 
Dom A 一 出 Doems4， 
称 为 转 归 集 4 的 优 超 城 ， 
以 下 讨论 三 人 合作 对 策 转 归 的 优 超 关 系 . 


由 于 非 实质 性 的 合作 对 策 只 有 一 个 转 归 ,而 且 这 种 对 策 策略 
等 价 于 特征 函数 恒 等 于 零 的 对 策 ( 见 定理 6.4.16 和 定理 
6.4. 11》, 所 以 不 存在 转 归 的 优 超 问 题 , 假定 所 讨论 的 三 人 合作 对 


策 都 是 实质 性 的 , 且 对 策 已 简化 为 (0,1) 规 范 化 形式 . 


三 人 合作 对 策 转 归 和 集 X(T) 的 点 x 可 用 平面 上 高 为 1 的 正三 
角形 中 重心 坐标 为 (zi sz ,za) 的 全 部 点 来 表示 ;其 中 1 满 


足 条 件 | 
4i 0， t= 1,2,3} 
zl 十 fa 十 ss 一] 
这 里 的 表示 方式 同 图 6. 3 一样 ， 
(1) 对 于 实质 性 的 常 和 三 人 合作 对 策 三 [7,wj, 有 
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at 一 0， i= 1,2;3, 
ff1 2 一 om,3 = v({2,3)) = v(1) = 1， 
这 可 从 定理 6. 4. 13 直接 推 得 . 
设 ?= (yyys,ys) ERC(T). 先 考 虚 联盟 {和 11,2). 由 于 > ,wx 
的 定义 是 
v(t{132)) 二 1 守 Yi 十 Ys (6, 67) 
Yi > Ts Ye > To {6. 68) 
在 图 6.13 中 关于 联盟 !1,2} 的 优 超 域 是 
Doeml,zy = 二 yb3c， 不 包括 3 和 ye 
类 似 地 ,有 
Dom yy 二 了 24， 不 包括 yf 和 ya， 
Domizay 一 ydle， 不 包括 yd 和 ye， 


图 6.13 


因此 ,由 定义 6.4.20,y 的 优 超 域 是 
Domy = (Domu,sy) U (Doma,sy) U (Domisay)s 
就 是 图 6. 13 中 的 三 个 阴影 部 分 . 图 中 无 阴影 部 分 的 三 个 三 角形 
《包括 三 角形 的 边界 ?是 不 被 转 归 y 优 超 的 区 域 . 
《2) 实质 性 非常 和 三 人 合作 对 策 芽 三 [1 ,wj 特 征 钵 数 v 的 
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值 是 
v(ti}) = 0, E 一 1,2,3， v(t) = 1, 
zft1 2 一 ca v1) = cs vi{2,3)) = 0a, 
其 中 ceavcs 都 是 [0,1] 中 的 常数 ， 


yi 的 定义 是 
vt{12})) = 十 yz: 6. 69) 
Yi > Tl Vg > Ta C6, 70) 
有 效 性 条 件 C6. 69? 可 以 改写 成 


93 2] ec: 《6. 71) 
不 等 式 (6. 67) 是 当然 成 立 的 . 而 6.71) 则 表示 点 3 应 位 于 直线 
入 三 1 一 03 上 或 在 其 有 侧 ; 见 图 6. 14. 


图 .14 
类 似 地 ， 由 yar 和 yx 分 别 有 
1 0， 《6. 72) 
V1 6.73) 


一 个 转 归 y 如 时 满足 条 件 C6.71), C6. 72) ,C6.73); 则 它 的 优 
起 域 如 图 6.15 所 示 , 是 三 个 平行 四 边 形 . 这 与 图 6.13 的 情况 类 
似 ， 
如 果 满足 条 件 (6- 71) 和 <6. 72) ,但 不 满足 条 件 (6. 73), 则 yy 
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图 6.15 
的 优 超 域 
Pom y = (Pom,sy) UU (Dom,sy), 
如 图 6. 16 中 的 阴影 部 分 所 示 ， 


图 6.16 
又 若 ?满足 条 件 !6.73) ,但 不 满足 条 件 C6.71) 和 (6.72), 则 
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Dom y 是 图 6.17 中 的 一 个 平行 四 边 形 ， 
其 他 的 情形 可 以 类 似 地 画 出 ,不 再 一 一 列举 . 


和 .4.5 核心 


为 了 书写 简洁 ,采用 下 述 记 号 . 设 5 关 所 是 一 个 联盟 ,+ 一 
CX" ;ZX4) 是 一 个 转 归 . 记 x(S) 一 Dz ;并 规定 xz》 一 0， 


定义 6.4.22 设 卫 三 [是 as 人 合作 对 策 , xx 一 (rzn) 

是 一 个 转 归 ,定义 
COTY = {x|lx E XYyVS) — XH) E05 CI), 

称 为 本 的 核心 Lcore). 

这 个 定义 表示 ,对 于 每 一 个 联盟 5CI,CCT) 中 的 转 归 x 提供 
给 5 的 分 配 不 少 于 5S 自身 所 能 得 到 的 收入 vw(S), 因 而 x 是 能 被 一 
切 5 接受 的 转 归 . 

定理 6.4.23 设 荆 寺 [1,vj 是 n 入 合作 对 策 , 转 归 xECCT) 
的 充 要 条 件 是 x 不 被 优 超 . 

我 们 知道 ,关于 单 人 联盟 { 和 人 全体 局 中 人 的 大 联盟 了 都 不 存 
在 转 归 的 优 超 关系 ,所 以 ”人 合作 对 策 只 有 当 % 洋 3 时 才 会 有 
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核心 ， 
当 # 实 3 时 ,任何 非 实质 性 的 对 策 PP=[, 相 具有 可 吉 性 , 且 只 
有 了 唯一 的 一 个 转 归 ( 匈 定 义 6. 4.4 和 定理 6. 4. 16) , 即 
上 一 《DT De 人。 
因而 这 个 转 归 也 可 以 说 就 是 它 的 核心 ， 
# 裕 3 的 实质 性 对 策 ,可 以 区 分 为 常 和 nn 人 合作 对 策 与 非常 和 
n 人 合作 对 策 两 类 . 关于 前 者 ,有 下 面 的 定理 . 
定理 6.4.24 设 T 三 [1 ,vj 是 实质 性 的 常 和 ww 人 合作 对 策 ， 
则 COT)= 多 . 
关于 实质 性 的 非常 和 wn 人 合作 对 策 , 核 心 可 以 是 非 空 的 转 归 
集 ,也 可 能 是 空 集 . 令 n=3 的 情形 举例 如 下 . 
为 了 简化 记号 ,再 规定 下 列 记 法 ，; 
X(tl2) = xz!{l 2)) 一 工 | 十 2 
XT(2) = z(t{2}) = Xs 
v23) = v(t{2,37), vOi) = v({il), 
等 等 . 
例 6.4.25 设 三 人 合作 对 策 T 的 特征 浮 数 v 的 值 是 
v0) = 0, i= 1,2,3, 
v(12) = 旨 ， v13) 二 让 ,0(23) = 六 
vl123) = 1. 
由 核心 CC) 的 定义 , 转 归 x= (zyx29x3)ECCT) 的 充 要 条 件 
是 
of 一 0 二 了 i=12,3, 


v{12) = 地 寺 十 汪 :， 


vt13) = Ti 十 光 3， 


Ce Le 


v(23) = < Te 十 73， 
v(t123)=1= ,+ x rs. 
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由 此 得 到 


CT) 一 {=| < 3 


已 是 图 6. 18 中 的 阴影 区 域 , 是 一 个 闭 三 角形 ， 


图 6.18 


例 6.4.26 设 三 人 合作 对 策 厂 的 特征 函数 v 的 值 是 
vet) = 0, + 一 1 ,2,3， 


v12) 一 言 ， v13) = 土 ,u(23) = 车 ， 


6 
v123) = 1. 

x 人 它 CCT) 的 条 件 是 

v=0Rx {= 1,2,3, 

vil2) 一 六 十 Ta 

v0013) 一 十 志 十 

v(23) = 二 SS Ta 十 Tyr 

v23) 一 1 一 2 十 2 十 工 ， 
因此 ， 

1 5 2 
cr) = [> 让 | 


它 蚌 一 个 四 边 形 , 见 图 6. 19， 


图 6.19 


从 以 上 两 个 例子 可 以 看 出 ,实质 性 非常 和 三 人 合作 对 策 如 果 
具有 非 空 的 核心 , 则 这 个 核心 可 以 是 蔬 ( 广 中 的 一 个 点 .一 个 线 
段 . 一 个 三 角形 ,一 个 四 边 形 ,一 个 五 边 形 或 一 个 六 边 形 . 

另 一 方面 ,实质 性 非常 和 三 人 合作 对 策 并 不 一 定 育 非 空 的 核 
心 . 事实 上 ,不 难看 出 ,对 于 (0,1) 规 范 化 的 非常 和 三 人 合作 对 策 来 
说 ,核心 为 空 集 的 充 要 条 件 是 w(C12) 十 mw(137 十 of237>>2， 


6. 4.5 稳定 集 


上 节 所 介绍 的 核心 无 疑 是 合作 对 策 的 一 个 重要 概念 . 但 如 果 
企图 把 核心 作为 合作 对 策 的 解 , 则 存在 不 可 克服 的 困难 :有 许多 对 
策 的 核心 是 空 集 . 本 节 介 绍 一 种 古典 的 解 的 概念 . 

定义 6.4.27 设 了 二 [1,v] 蚌 wn 人 合作 对 策 ;V CXCI) 是 满 
足下 面 商 个 条 件 的 转 归 的 集 .: 

《1) 对 于 任意 x,yEV ,有 x 六 y， 

(2) 若 wEXCP2 wy 和 YY, 则 存在 zEY 梧 zw， 

称 V 为 对 策 了 的 一 个 稳定 集 (stable set) ,或 称 为 卫 的 一 个 
YN-M 解 (von Neumann-Morgenstern solution). 

定义 中 的 条 件 51? 表 明 ,Y 中 的 任意 两 个 转 归 之 间 没 有 优 超 和 
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被 优 超 的 关系 .这 一 性 质 称 为 了 的 内 部 稳定 性 (inner stability). 

茶 件 (2) 称 为 Y 的 外 部 稳定 性 (external stability). 这 个 性 质 
表明 ,不 在 Y 中 的 每 一 个 转 妇 ww 至少 被 Y 中 一 个 转 归 z 所 忧 超 ， 
这 就 是 说 ,至 少 有 一 个 联盟 3 不 喜欢 w, 这 个 联盟 5 为 了 自身 的 利 
益 希 望 争取 一 个 分 配方 案 zEV, 售 得 z> sw. 

每 一 个 稳定 集 是 合作 对 策 卫 在 上 述 意 义 下 的 一 个 解 . 这 种 解 
可 以 有 不 止 一 个 ,甚至 有 无 穷 多 个 ， 

合作 对 策 的 核心 和 稳定 集 之 间 有 下 述 关系 . 

定理 6.428 设 n 人 合作 对 策 丁 二 [J,vj 有 非 空 的 核心 
CO) , 旦 它 的 vyN-M 解 V 存在 , 则 CCPCYV. 

非 实质 性 的 合作 对 策 只 有 一 个 转 归 ,下面 仍然 就 4 二 3 的 情形 
来 讨论 实质 性 合作 对 策 的 稳定 集 , 同 前 两 段 讨论 转 归 的 优 超 关系 
和 核心 的 程序 一 样 ,首先 考 虚 党 和 三 人 合作 对 策 , 然 后 再 考 虚 非 常 


和 三 人 合作 对 策 . 
《1) 对 于 实质 性 的 常 和 三 人 合作 对 策 三 [1 ,vj], 有 
vy) = 0, i 一 1 ,2.3， 


vtl2y = v13) = v23) = wD = 1, 

1) 在 图 6. 20 中 ,平行 于 转 归 三 种 形 一 个 迪 的 一 条 直线 ,例如 
平行 于 边 23 的 直线 区 如 ,如 果 它 的 方程 是 x 一 ,0k 之 1/2, 则 
它 上 面 的 点 所 代表 的 转 归 具有 以 下 两 个 性 质 ， 

(i) 车 x,y 是 如 上 任意 两 点 , 则 x 和 y 互 不 优 超 . 

(ii) 显然 

Domiz ate = tl, 不 包括 如 ， 
Doem sz 五 一 22c， 不 包括 好 和 局， 
Dom ac = chac', 不 包括 cc 和 如， 
因此 
Dom be = X(T Ye. 
由 定义 可 知 ,&r 是 本 的 一 个 稳定 集 . 上 面 的 (i) 就 是 稳定 集 的 
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内 部 稳定 性 ,(ii) 就 是 外 部 稳定 性 ， 
当 点 是 小 于 172 的 任何 非 负 实数 时 ,这 种 平行 于 边 23 的 线 据 
be 即 六 一 起 有 无 穷 多 条 ,因而 也 的 这 一 类 vN-M 解 有 无 穷 多 个 . 


1 


图 6.20 图 6.21 


同 理 , 平 行 于 三 角形 的 边 12 或 13 且 分 别 位 于 另 二 边 中 点 连 
线 左边 或 右边 的 直线 段 也 是 工 的 YN-M 解 .这 两 类 解 也 都 有 无 穷 
多 个 . 
2) 常 和 三 人 合作 对 策 还 有 另外 一 个 稳定 集 , 就 是 转 归 三 角形 
三 荣 边 的 三 个 中 点 组 成 的 集 taecj 见 图 6. 21. 
7 一 te:5:c} 确 为 了 的 一 全 vN-M 解 ,这 可 以 根据 定义 6.4. 27 
来 验证 : 
《iD 内 部 稳定 性 ，a,8 ,yc 三 点 中 任何 二 点 间 没 有 优 超 关系 . 
(i》 外 部 稳定 性 . 由 于 
Dom & = Doms,s9 = (aclo) \{ab yca}, 
Dom & = Pomy.at = (ba2c}\ {bc ep) 
Dom < = Doml ac = (cb3a)\ {ca be}, 
这 就 说 明了 天 ( 丰 中 除 abc 外 尾 一 转 归 至 少 被 a,b,c 三 者 之 一 
优 超 . 


elo 二 生生 二 二 二 | 
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称 为 矿 的 对 称 和 解 (symmetric solution). 前 一 种 类 型 即 1) 中 的 解 则 
称 为 有 差别 待遇 的 解 (discriminatory solution). 得 到 常数 


kl Oo<k< - 冯 | 的 那个 局 中 人 称 为 受到 差别 待遇 的 局 中 人 ， 


《2) 没 实质 性 非常 和 三 人 合作 对 策 三 [oz 的 特征 函数 > 
的 值 是 
v(t) = 0, i 二 1],2,3， 
v2) = cs U13) = co v23) = es 
vl) =1, 
其 中 DecrrciEl. 
以 下 分 为 COD) 关 保 和 CED) 二 名 两 种 情形 来 讨论 荆 的 稳定 
集 . 在 6. 4.5 核心 一 节 之 末 曾 经 指出 ,六 的 核心 为 空 集 的 充 要 杀 件 
是 
v12) + vw(13) + v(23) > 2, (6,74) 
1 CC) 关 食 . 设 CO) 如 图 6.22 中 所 示 .C( 丰 中 的 点 是 不 被 
任何 转 归 优 超 的 转 归 . 


* 34* 


关于 联盟 11,2 和 Co) 中 只 有 线段 a 上 的 点 满足 转 归 间 优 是 
关系 的 有 效 性 茶 件 (6. 65) ,这 时 wt12) 二 zt12). 显然 ， 
Dom ,ab = abedfa, 不 包括 af ,be. 
同 理 
JDom ca = caj?de, 不 包括 cd uj. 
Dom,ss be = beglhb, 不 包 本 Rig. 
由 此 可 见 ,CC) 中 任何 两 点 之 间 不 存在 优 超 关系 .CCT) 的 内 
部 点 闫 于 任何 二 人 人 联盟 不 满足 优 超 关 系 的 有 效 性 条 件 . CCT) 的 边 
界 ab,Besca 上 的 点 优 超 于 3 个 五 边 形 内 部 的 全 部 点 .而 3 个 三 角 
形 a ;bhe ,cdg 包括 其 边界 的 全 部 点 不 被 CCD) 的 边界 上 的 点 优 
超 . 
试 考察 a 这 个 三 角形 . 从 顶点 a 到 对 边 方 上 任 一 点 a! 作 一 
条 连 线 aa', 则 aa' 上 任意 两 点 互 不 优 想 . 这 是 因为 ,关于 联盟 
{2,3)，aa' 上 的 点 不 满足 优 超 的 可 行 性 条 件 (6. 65); 而 关于 联盟 
(1,2}, 最 然 可 行 性 条 忻 成 立 , 但 车 YY= (zzayzsy x 二 (Xf 巡 ， 


zx) 是 aa' 上 的 两 点 , 则 或 者 是 

TI > Ti， Xs ET!, 
或 者 是 

Tl A! Xa 次 TL, 


关于 联盟 全 ,3} ,情况 也 一 样 . 
再 设 x 是 aa' 上 的 一 点 , 见 图 6. 23. 则 
Domis,sx = X93s, 
Dom sx = xr2p. 
令 Y 沿 aa 从 <a 恋 到 人 ,可知 Dom aa' 包 含 整个 三 角形 afi 中 除 
aa' 以 外 的 全 部 点 . 

同 理 ,从 三 角形 CC) 的 另外 两 个 顶点 bc 分 别 向 小 三 角形 
phevcdg 的 对 边 上 任 一 点 ,ec' 各 作 一 条 连 线 好 和 ce , 见 图 6. 22， 
则 Dom 好 所 会 整个 小 三 角形 5khe( 除 站 ;Dom ce" 包含 整个 小 三 
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7 了 


赔 $6.23 


角形 cdg《 除 cc")， 
综 上 斯 述 , 可 得 到 对 策 了 的 一 个 vN-M 解 ， 
V = CU ao’ U EH UU ee'. 
这 就 是 说 , 当 非 常 和 三 人 合作 对 策 卫 的 核心 CCP) 天 说 时 ,根据 定 
理 6.4,. 28, 有 CCmCYV. 如 果 CCrT) 的 图 形 如 图 5. 22 中 所 示 , 则 除 
CC) 以 外 再 加 上 三 个 直线 段 aa ,56' :cc ;就 得 到 醋 的 一 个 vN-M 
解 ， 

如 果 CIT) 不 是 一 个 三 角形 ,而 是 像 图 6. 19 中 那样 的 一 个 四 
边 形 , 则 不 被 优 超 的 小 三 角形 具有 一 个 ,这 时 只 需 把 核心 CCR} 加 
上 一 条 直线 段 就 可 以 得 到 了 的 一 个 YN-M 解 . 

其 他 情形 与 此 类 似 , 不 再 列举 . 

2) CC 一 让 .前 面 已 经 提 到 ,CCP)= 作 的 充 要 条 件 是 
(6.74). 这 时 , 转 归 三 角形 天 ( 夏 ) 和 直线 +1 二 1 一 ct 二 1 一 C2tra 
一 1 一 ci 的 位 置 如 图 6. 24 所 示 . 

小 三 角形 atc 中 没有 一 个 点 被 它 外 面 的 任何 点 所 优 超 , 并 且 
abc 中 的 点 关于 三 个 联盟 {1,2) ; {1;3}, {2,3} 都 满足 优 超 关系 的 
可 行 性 条 件 !6. 65). 因此 ,可 以 你 前 面 (1) 中 讨论 常 和 三 大 合作 对 
策 那样 ,考虑 小 三 角形 age 中 平行 于 be 边 并 且 位 于 ab 和 ac 中 点 
连 线 下 方 的 一 个 线段 de, 它 具有 下 列 性 质 ; 
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图 6.24 


0) qe 上 任意 两 点 所 代表 的 转 归 互 不 优 超 . 

(ii) ae 关于 各 个 二 人 联盟 的 优 超 域 是 ( 见 图 6. 25) 
Dom,nde = (dh3j dh ,dj}, 
Poem yeae = (lem?2g)\{em,eg}, 
poems wade = (dellkd)\{dk cl}. 


我 们 得 到 不 被 de 优 超 的 域 是 三 个 小 三 角形 jm,elh ,dgk. 在 这 三 
个 小 三 角形 中 各 加 上 一 条 直线 段 Ap ,ee' ,dd , 则 de 和 这 三 个 直 
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线段 构成 一 个 vN-M 解 了: 
V=del FF ee Wad. 
最 后 ,考虑 小 三 角形 ate 三 边 的 三 个 中 点 dse, 广 这 三 个 点 互 
不 优 超 ,它们 的 优 超 域 是 ( 见 图 6. 26) 
Domayd = (AdRlD\ lar dt}, 
Dom.ae = (em2g)\{emeg}, 
Domu.zaf = CFRID\( Fh I 
我 们 在 不 被 td,e,; 让 优 超 的 三 个 小 三 角形 dj ,elh, fgk 中 各 
加 上 一 条 直线 段 dd' ,ee ,六 , 则 
V=dd Uee yrF 
也 是 一 个 YN-M 解 . 


图 5.26 


通过 以 上 对 三 人 合作 对 策 的 分 析 , 已 经 足以 说 明 , 以 稳定 集 作 
为 合作 对 策 的 解 的 概念 ,是 不 能 令 人 满意 的 . 
此 外 ,Lucas 于 1968 年 发 表 了 一 个 10 人 合作 对 策 的 例子 , 它 
的 稳定 集 不 存在 ;其 详细 证 明 发 表 于 1969 年 . 这 个 例子 是 
Fr=[i,v], = {1,"*,10}, 
vl) = 5 v13579) 一 4， 
vl2) = wv(34) 一 wv(56) = 0(78) = v(9,10) 一 1， 
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v3579) = 0(1579) = 2(1379) = 3， 
v357) = v157) = v(137) = 2， 
v359) = v159) ~ vu(139) 一 2， 
v1479) = v3679) = v(5279) = 2， 
v(S$) = 0, 对 于 其 他 5S CC 卫 . 
这 个 对 策 的 核心 CCD? 天 好 
Lucas 和 Rabie 于 1982 年 又 发 表 了 一 个 核心 为 空 集 而 稳定 
集 不 存在 的 14 人 合作 对 策 的 例子 ， 


6.4.7 广义 转 归 与 强 : 核 心 


为 了 后 面 两 节 的 需要 ,这 里 再 引进 一 些 新 的 概念 . 
定义 6429 设 IT=[J,vj 是 nx 人 合作 对 策 .有 维 向 量 *= 
(Crs Xo) 车 满足 条 件 < 站 一 2 ， 称 为 一 个 广义 转 归 (pre-im- 
putation), 记 全 体 广 尽 转 归 的 集 为 式 ”(). 
工 的 广义 转 妇 与 定义 6. 4.15 中 转 归 的 区 别 在 于 后 者 满足 个 
体 合 理性 条 件 (6. 61).XCP) 显 然 是 王 *(CP) 的 子 集 ， 
定义 6.4.30 设 T=[1,vj 是 x 人 合作 对 策 , 对 于 每 一 个 广 
义 转 归 xE XX* tT) 和 每 一 个 联盟 SCI, 定 义 e(5,x) 一 v(5) 一 
ztS), 称 为 5 在 x 处 的 超出 信 (excess). 
利用 超出 值 的 记号 可 将 核心 的 定义 6. 4. 22 改写 成 
CD) = {xlx EE RO elSyA) EEO, SCI}. (6.75) 
这 个 定义 等 价 于 
CCP) = {x|lx € RT); eld ,rx) E00, SCI, (6,76) 
定义 6.4.31 设 TT 三 [1 ,vj 是 x 人 合作 对 策 ,e 是 一 个 实数 . 
广 闵 转 归 的 集 
CDT) = {xlx EX Tye(S xr) ES CISA TI} 
称 为 卫 的 强 < 棱 心 (strong e-core) ,或 简称 为 上 核心 . 
厂 的 核心 Cf) 就 是 强 0 核心 Cotr),s 当然 也 可 以 是 负数 . 当 
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E 是 驶 小 时 ,CA( 门 = 他} 当 。 充分 大 时 ,Cs( 丰 ) 关 好 . 如果 二 后 , 则 
CTICC, DT). 

定义 6.4.32 设 厂 寺 [1,vj 是 wx 人 合作 对 策 . 车 6 是 使 得 
CA 了) 关 记 的 最 小 5; 则 称 Ci (了 为 的 最 小 核心 (least core) : 记 
为 LCD) 

LCCT) 二 CC ( 帮 是 厂 的 一 切 非 空 瀑 :核心 之 交 . 

在 不 致 引 起 混 清 的 情形 ,可 将 e({2,3},x) 简 记 为 e(23)， 
et{1} ,x*) 简 记 为 e(1) ,等 等 ， 

例 6.4.33 例 6.4.26 中 三 人 合作 对 策 了 的 特征 函数 ” 的 值 
是 

vi) =0, i=1,2,3, 


二 1 一 工 一 
vel2) 一 了 v(t132》 一 6' 0(23) 一 6， 


v123) = 1 
在 图 6.27 中 画 出 了 械 的 核心 CCR) 二 Co《T) 和 强 8 核心 
CTD) 当 £ 二 1/6 和 5 一 276 的 图 形 .CD 是 四 过 形 ,Cr 是 五 岂 
形 ,Con( 攻 是 六 边 形 . 最 小 核心 是 C-umzGP), 它 是 平行 于 转 归 三 
角形 已 (的 边 23 的 一 个 直线 段 , 即 
LCCT) 一 C_tD) 一 [z|> 一 十! 所 访 ,z 5 上、 
例 6.4.34 设 三 人 合作 对 策 工 的 特征 通 数 ”的 值 是 
v(t) = 0， i 二 1],2,3; 
v12) = 4， wv(13) = 3, vw(23) = 10， 
v(tl23) = 8%, 
特征 函数 " 不 满足 超 可 加 性 ， 
这 个 对 策 的 核心 CC) 是 空 集 ， 
在 图 6. 28 中 泗 出 了 丁 的 强 2 核心 C:( 六 的 图 形 , 它 是 由 直线 
ef(1) 一 2ve(2) 一 2,e(3) 一 2e(12) 一 2ye(13) 一 2,e(23) 一 2 围 成 的 
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区 域 ,是 一 个 四 边 形 域 . 
最 小 被 心 是 
LOC) 一 Cm) 一 {x [xz 一 一 rz [Me 5}, 


.4.8 核 


设 T 三 ,是 人 合作 对 策 . 
定义 6.4.35 以 Ti 表示 一 切 包 含 局 中 人 i 而 不 包含 局 中 人 人 j 
的 联盟 的 集 , 即 
T= {SISCIIiES, ES 
例如 , 当 了 = 二 全,2,3,4} 时 ， 
Ti = (41 14,1},14;3), {4,1,3)}, 
定义 6.4.36 对 于 每 一 个 广 广 转 归 xE€XX* (六) ,定义 


Stx) = maxe(S ,x), 
Si) 


称 为 在 x 处 局 中 人 i 超过 j 的 最 大 剩余 Cmaximum surplus). 恕 果 
SF) D> SiCX), 
则 称 在 x 处 2 胜 过 j(i outweighs 门 . 如 果 在 x 处 i 不 胜 过 j,j 也 
不 胜 过 :, 即 , 当 
Stx) = 了 让 〈6. 77) 
时 , 则 称 i 和 j 在 x 处 平衡 (in equilibrium). 
以 上 最 大 剩余 . 胜 过 与 乎 衡 的 概念 都 是 对 于 广义 转 归 xE 
六 "(中 ) 定 义 的 . 对 于 转 归 xEXt) ,最 大 剩余 的 概念 完全 一 样 . 胜 
过 与 平衡 的 托 念 划 有 所 不 同 ， 
定 党 区 4.37 设 x 全 了 (DD), 如 果 sC0) 守 sx) iT 则 
称 : 在 x 处 胜 过 
如 果 :不胜 过 j,i 也 不 胜 过 i, 则 称 : 和 j 在 x 处 平衡 . 
由 定义 可 知 民 和 了 平衡 的 条 件 是 
[sz 一 sx)][Lzri — vf) 委 0， 《6. 78) 
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[sx) 一 sx) zx, -vi 所 0. (6. 793 

定 必 6.4.38 ww 人 全 作对 策 厂 二 [1 ,wv] 的 预 核 (prekernel} 是 
广义 转 归 xEX ”TD) 的 集 天 “人 (在 其 中 的 每 一 个 xz 处 ,每 两 个 
局 中 人 1 关于 和 平衡， 

上 由 这 个 定义 可 知 , 广 六 转 归 xzE 天 "的 充 蓝 条 件 是 ， 对 于 
每 两 个 局 中 人 i,j,(6.77) 成 立 . 

定义 6.4.39 7 大 合作 对 策 有 三 [7 的 核 (kernel) 是 转 归 > 
二 X(D 站 的 集 天 (PP) ,在 其 中 的 每 一 个 x 处 ,每 两 个 局 中 人 人 i,j 关于 
和 (平衡 . 

由 这 个 定义 可 知 , 转 归 xEK(T) 的 充 要 条 忻 是 对 于 每 一 对 
i jvf 关 让 ;不 等 式 (6. 78),(6. 79) 同 时 成 立 ,这 等 价 于 


SK) = s(x), (6. 80} 
或 
SNR) > Sx X= vif), 《6. 81) 
或 
st > SK) zx, = vi). (6. 82) 
比较 定义 6.4. 38 和 定义 6.4, 39, 预 核 天 (六 显然 比 核 天 (7) 
容易 计算 ， 


对 于 较 大 的 ma, 计算 合作 对 策 的 核 一 般 是 十 分 复杂 的 . 以 下 只 
通过 两 个 三 人 合作 对 策 的 例子 加 以 说 明 ， 
例 6.4.46 考虑 例 6.4. 33 中 的 三 人 合作 对 策 工 . 它 的 特征 
未 数 > 的 值 是 
v= 0, i= 1,2,3, 
1 _1 5 
v2) = ,013) = ;V23) 一 下， 


v123) = 1. 
为 了 计算 预 核 入 " (了) 和 核 尺 tT) ;对 于 每 一 对 i,j 男 出 方程 
《6.77) 的 图 形 . 例如 ,为 了 男 出 
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Sn)》 一 s(xX) 《6. 83) 
的 图 形 , 先 考虑 s(x), 我 们 知道 ， 
s(x) = max{e(l),e(12)}. 
在 图 6. 29 中 ,以 直线 CD 为 办 ,直线 的 左边 e(1)?>>e(l2) 所 以 
s(x) 一 e(1) ;直线 的 右边 et12)>>e(]1) ;所 以 53(x) 二 e(12). 
同 理 , 在 直线 4B 的 左边 和 右边 分 别 有 s;, C(x) 二 et3) 和 ss.《x) 
=e(32). 


583 = $3 


因此 ,; 广 立 转 归 空 间 玉 ' (站 可 以 分 成 三 个 区 域 . 对 于 4B 左 
边 的 区 域 ,有 


ss = etl}, sn = €(3). 
因而 51 二 sw 的 图 形 就 是 直线 e(1)=0 和 e(3) 一 0 的 交角 的 等 分 角 
线 . 其 次 ,在 直线 AB 和 CDP 之 间 的 区 域 中 ， 
$is = Ee(l1), $3 = e322). 
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因而 51; 二 sn 的 图 形 是 距 直 线 e(1)=0 和 eft32)=0 等 远 的 直线 段 . 
辣 理 ,在 CD 右边 的 区 域 中 ,ss 二 ss 的 图 形 是 e(12) 一 0 和 e(32) 一 
0 的 交角 的 等 分 角 线 . 这 样 ,就 得 到 了 s(x) = 二 sw Cx) 的 整个 图 形 ， 
它 是 由 三 条 直线 段 组 合 起 来 的 折线 . 


按照 同样 的 方法 ,可 以 画 出 
32 = sa (x) (6. 84) 
和 
So CX) 一 So 了 (6. 85) 


的 图 形 ,它们 都 是 一 些 折 线 . (6. 83), (6. 84), (6. 85) 的 图 形 交 于 一 
点 , 这 就 是 说 ,在 这 一 点 处 ,C6.77}) 或 (6. 80) 对 于 每 一 对 i,j 成 立 . 
根据 定义 6. 4. 38 和 定义 6. 4. 39, 每 两 个 局 中 人 ij 在 上 述 交 点 处 
都 平衡 . 因此 ,这 个 交点 既 属 于 对 策 的 预 核 到" (7), 文山 于 它 的 核 
Km) ,并 且 其 他 点 都 不 属于 二 者 . 不 难 算出 ， 


KT) = KT) = (xx = : 


1 _13 
2 24 24f° 
这 一 点 是 对 策 的 最 小 核心 LC CT) = 二 CCT) 的 中 点 ,也 是 核心 
Ce) 的 几何 中 心 ; 参 看 鲍 6. 4. 33. 
例 6.4.41 例 6.4.34 中 三 人 合作 对 策 卫 的 特征 函数 v 的 值 
是 
v=0, i=1,2,3, 
v12) = 4, VC13) = 3, vt23) 一 10， 
v(123) = 8. 
前 已 指出 ,Cr = 名 . 令 e 从 0 逐渐 增 大 , 当 s=1 时, 强 = 核 
心 开 始 出 现 , 它 位 于 转 归 三 角形 和 (的 外 面 , 这 就 是 最 小 园 心 
ELCCP= 一 CCT); 见 图 6. 30， 
按照 同 例 6. 4. 40 中 一 样 的 方法 画 出 
S12(F) = Sot¥)y 《6. 86) 
S19 CR) = F391 CE)s 6. 87) 
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Soa (TF) 一 sao) (8, 88) 
的 图 形 , 这 三 个 方程 的 图 形 交 于 一 点 ;这 一 点 就 是 构成 对 策 荆 的 
预 核 所 ” 刀 ) 的 唯一 广义 转 归 ， 


8 一 3 


3 本 
一 了- ~~efl) 一 六 
% 


S21 S32 


图 6,30 


在 核 久 {区 处 , 则 只 有 (6. 88) 一 个 等 式 成 立 . 另外 两 个 换 成 了 
不 等 式 
Se》 > sa) T= 0= vl), 
Sa XY s(x), r= 0. 
这 两 个 不 等 式 正 是 (6. 81) 或 (6, 82) 的 形式 ， 
不 难 算出 ， 
Kk" (fT) = {¥ | = 一 lxs = 5,73 一 4), 
同 例 6. 4. 40 的 情形 一 样 , 它 也 是 最 小 核心 LC CT}=C1(T) 的 中 
对 策 的 核 是 
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天 (了 有) = {x|xi = 0, ry = 4,.5, Xs = 3.5). 
以 上 预 核 和 核 的 概念 都 是 对 于 全 体 局 中 大 的 集 了 定 文 的 , 没 
有 对 联盟 的 构成 加 上 在 何 限制 条 件 , 以 下 介绍 在 一 定 的 联盟 结构 
于 对 策 的 核 的 概念 
定义 不 4.42 设 多 是 7 了 =11 的 一 个 划分 (partition) ， 
即 
= {BB,}, 


其 中 诸 Bs 志 不 相交 , 且 必 Bi 一 7. 称 多 为 联盟 结构 (coalition 
structure). 
定义 6.443 称 
{Xi}) 一 《1 罗 :B,) 
为 个 剧 合 理 支 付 构 形 (individually rational payoff configuration》， 
其 中 更 是 一 个 联盟 结构 ,*= (zz 是 一 个 支付 向 量 (payeff 
vector) ;满足 条 件 
Ti UY, 了 一 (6, 89) 
LB = vB), 下 一] 站 (6, 90) 
在 一 个 确定 的 联盟 结构 多 下 ,对 于 满足 (6.89) 和 (6. 90) 的 支 
付 向 苗 x, 联 盟 在 x 处 的 超出 值 . 最 大 剩余 . 胜 过 及 平衡 的 概念 都 
和 前面 一 样 ,只 是 转 归 高 量 换 成 了 这 里 的 支付 向 量 ,并 且 在 些 及 胜 
过 与 平衡 的 概念 时 ,; 和 ; 必须 属于 同一 个 BE 多 . 核 的 概念 则 可 
重新 定义 如 下 ; 
定义 6.4.44 设 贸 是 x 人 合作 对 策 T 二 [7,w] 的 联盟 结构 ， 
及 关于 鹃 的 核 天 (六 ) 是 一 切 这 样 揭 个 体 合理 支付 构 形 (xi 到 ?的 
集 ; 每 一 对 属于 同一 个 BE 千 的 局 中 人 人 ij 在 (x; 客 ) 处 平衡 . 
如 果 惫 = (站 ,对 策 关 于 全 体 局 中 人 大 联盟 的 核 就 是 前 面 定 
久 6.4. 39 中 定义 的 核 ， 
例 6.4.45 考虑 例 6.4.41 中 的 三 人 合作 对 策 工 . 求 它 关于 
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{{2,3),{1}}, {{1,3},12}}, {{1,2},1{3}} 
的 核 ， 
特征 函数 的 秆 是 
pt) 一 0， i=1,2,3, 
v12) = 4, v(13) = 3, v(23) 一 10， 
v123) = 8. 
先 看 联盟 结 梅 宏 ={{2,3),{1)}, 由 (C6.90), 有 
(1) = z= v1) = 0, 
AT(23) 一 zs 二 Xs = v(23) = 10. 
可 以 算出 ,对 策 关 于 联盟 结构 到 = {112,3};{1)} 的 核 是 
{xlx), = 0,7; 一 5.5yzrs = 4.5}. 
对 策 关 于 联盟 结构 {{1,3}, {2})} 和 {1{1,2}, {3}} 的 核 分 别 是 
{C0,0,3)} 和 1{(0,4,0)}. 
前 已 算出 ,对策 关 于 全 体 局 中 人 大 联盟 的 核 是 
{0,4. 5,.3,5)}, 


6.4.9 核 仁 
定义 6.4.46 设 人 ==[1 ,vj 是 x 人 合作 对 策 ,定义 2" 维 向 量 
如 下 ; 
Btx) = {BO (Cr), en CX)), 
其 中 


x) = etS x, SCI, 
rr). 
定义 6.4.47 设 r,yEX(T). 若 存在 下 标 &, 使 得 
DX) 二 0.(y)， 环 之 ， 
Bx) < Cy), 
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则 称 8(x) 的 字典 序 (lexicographic order) 在 8(y) 之 前 ,或 者 说 ， 
98x) 在 字典 序 上 小 于 8(y), 记 为 8(x) <8(y)， 

“ 非 Oy 性 2x)* 则 记 为 8x) 才 20y)， 

定义 名 和 得 人 合作 对 策 古 二 [7 ,wj] 的 棱 仁 (nucleolus) 是 
转 妇 x 的 集 N(T) ,在 其 中 的 每 一 个 x 椒 ,8 在 字典 序 上 为 最 小 , 即 

NDT) = {xlx € (OD); 对 于 一 雪 y ERO 0 二 四- 
《6. 91) 

核 仁 的 概念 是 由 Schmeidler 首先 提出 来 的 . 

定理 6.4.49 人 合作 对 策 工 三 [7 ,wj 的 核 仁 NCT) 非 空 . 

定理 6.4.50 设 n 人 会 作对 策 志 [7 ,vj 的 核 仁 是 入 (7), 则 
INCY|==1;, 即 ;NCT) 由 唯一 的 一 个 转 归 构成 . 

定理 6. 4.51 设 w 人 合作 对 策 芽 二 [1 ,wj 的 核 是 天 (站 ) , 核 仁 
是 NOT), 刚 NCTCKCD). 

根据 这 个 定理 ,如 果 一 个 » 人 合作 对 策 古 的 核 天 (只 包含 
一 个 点 ; 则 这 个 点 也 就 是 厂 的 核 仁 , 例如 前 面 的 例 6. 4. 40 和 例 
6, 4, 41 中 对 策 的 核 都 只 含有 一 个 点 ,因而 对 策 的 核 仁 就 等 于 其 
核 ， 

这 个 定理 不 但 说 明了 nn 人 合作 对 策 矿 的 核 仁 N(T) 合 在 核 
丰 ( 丰 ) 之 中 ;而 且 为 下) 的 存在 性 提供 了 一 种 证 明 , 比 其 他 直接 
的 证 明 方 法 简单 得 多 ， 

下 面 是 与 核 仁 等 价 的 一 个 概念 ， 

定义 6.4.52 设 ==[I ,vj 是 人 合作 对 策 . 记 

Xo XN, = {SIS TCI,S 天 人 了 了) 
按照 下 述 方 式 移 闭 转 归 集 的 序列 
XOXID OK 
和 联盟 集 的 序列 
DDDDT. 
对 于 一 1 ,wy 定 尺 
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入 一 mn max eld ,x}, (6, 92) 


1 


X= {rE XN! max eltS,x) 一 各 (6. 93) 
SEE 
5 = {SIs E 孕 -1;， e(S x) = 0, 
对 于 一 切 x € Xx) ， 《6. 94) 


于 二 各 As C6.95) 


其 中 是 使 得 2* = 一 2 的 第 一 个 二 值 . 
集 X* 称 为 卫 的 字典 中 心 (lexiecographic center). 
定理 6.4.53 定义 6.4.52 中 的 x 为 有 限 数 .对 于 =1,*…， 


(1) 兰 为 有 限 数 ; 

(2) X* 为 非 空 紧 凸 集 ; 

(3) 2 天 厅 j 
而 对 于 并 一 1 一] 

(4) eticce, 

定理 6.4.54 nn 人 合作 对 策 荆 二 [7,vj 的 字典 中 心 由 崔 一 的 
一 个 转 归 构成 . 

定理 6.4.55 n 人 合作 对 策 本 三 LT ,wj 的 核 仁 等 于 它 的 字典 
中 心 ， 

n 大 合作 对 策 了 天 5 四 的 字典 中 心 的 梅 造 为 核 仁 的 计算 担 
供 了 一 种 方法 . 如 下 所 述 ,可 以 通过 解 一 系列 线性 规划 来 实现 ， 

算法 6.4.56 首先 ,对 上 一 1 考虑 (6.92) 一 (6.94). 由 (6. 92) 
有 


el 二 min maxe(S ,xr). 
xsE XN SE 


fnpax efS xX) = a, 
SE 


出 
ed XN =v rN), SE LI, 
即 
TS a vs), SE EE 
确定 1,X! 和 ZZ 的 问题 等 价 于 解 下 列 线 性 规划 问题 ; 
st. XH) +a 守 vt SE 30， (C6. 96) 
EX", 
这 一 线性 规划 和 何 题 的 极 小 信和 蚌 #1, 它 是 极 太 超出 值 的 极 小 值 ， 
在 一 个 转 归 集 X: 上 通过 联盟 集 3, 中 的 联盟 达到 这 个 值 a. 这 就 
是 说 ,对 于 一 切 $S EE 马 和 和 一切 xEX' 有 elS;x)==#， 
其 次 ,我 们 撤 开 号 中 的 联盟 ,考虑 下 列 线性 规划 问题 ; 
min 人 


st xz(S) +ePv(S), SE DF= END,p (6.97) 


x EX 
这 一 线性 规划 将 给 出 第 二 大 的 超出 值 ,以 及 相应 的 (6. 93) 
中 的 X* 和 (C6. 94) 中 的 罗 , 我们 再 后 开 3。 中 的 联盟 ,重复 以 上 步 
又 ,直到 不 再 有 联盟 剩 下 为 止 , 最 后 得 到 唯一 的 一 个 转 归 , 它 就 是 
对 策 工 的 核 仁 中 的 唯一 元 素 - 
例 6.4.57 我 们 再 一 次 考虑 例 6. 4.40 中 的 三 人 合作 对 策 
卫 . 特征 函 教 "的 值 是 
of( 门 二 0， i=1,2,3, 
v012) 一 村 ,oa(13) 一 二 ,uC23) 一 辣 ， 
v(tl23) = 1. 


第 一 次 线性 规划 (6. 96) 给 出 
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总 = | 二 = 站， 过 二 工 ， Ta 十 -fs 一 


12 7 12 
2, 一 人 人 人) 1231}, 
3 一 EN\E = {{2},{3}), {1,2},{1,3}}. 
集 X! 就 是 卫 的 最 小 核心 . 
出 第 二 次 线性 规划 (6. 97) 得 到 


3 
X= {rz = 十 ,z= 峙 ， zx, = 训 )， 


2 一 { 213 
2 一 2 一 1 人 213))， 
类 似 地 ,由 第 三 次 线性 规划 得 到 


9 
二 站 一 一 一 
“一 24 
大 3 一 大?， 
Z3 = {{3}}, 


ZZ! 一 AS = {{2}}, 
而 第 四 次 也 是 最 后 一 次 线性 规划 给 出 
13 


ae = 
! = = 
2, = {{2}}, 
BC ZN\Z, 一 . 

因此 ,对 策 的 核 仁 县 
wo [fl 13 9 
N(T) = X! = { 吉 , 芭 , 冯 上 
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1 


妇 必 


} 


例 夺 4.58 设 4 人 合作 对 策 广 的 特征 冰 数 vw 的 信和 是 
v=0. 7=1,2,3,4, 
v12) = v34) = v4) = v23) 一 1， 
v(13) 一 去， v(24) = 0， 
vl23) = vl24) = wv{134) = v234) = 
v{1234) = 2. 
通过 和 解 3 个 线性 规划 问题 就 可 以 求 出 对 策 的 核 仁 .容易 验证 ， 
从 
Yo 一 XP) 和 =1SISCI;S¥ ,1) 
出 发 ,有 


1) = 0, 
Y= {{1 一 入 4 oAZ1, 
= {{1,2},.13,.4},{1,4}, {2,3}}, 
3! = E"\E 


三 {{1, 3， 3}， 1，2， 4}， {1， 3 41， {12,3,4}, {1,3}; {2， 
4},11},t 2 {3}, {4)}, 


(2) 时 一 一 卫 ， 
福生 二 直上 
Eo = 1253}, 1 2 4} 11 3 4) (23 4 {1,3}, {1}, 
{2},13},{4}}s 
Bm TF\E, = ((2,4})}. 
(3) = 一 1， 


| 
2Z3 = {{2,4}}, 
一 NE = Cl. 
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因此 
wm 人 二 引 
.4. 10 Shapley 值 


Shapley 于 1952 年 发 现 , 对 于 一 个 x 人 合作 对 策 荆 ,从 3 条 公 
理 出 发 ,可 以 确定 唯一 的 一 组 值 ,这 组 值 可 以 作为 分 配给 本 的 全 
体 局 中 人 的 值 ， 

定理 6.4.59 Shapley 值 (Shapley value) 

设 T 三 [I ,vj 是 wx 人 合作 对 策 , 存在 唯一 的 一 组 Shapley 值 


Blv) = 5 — DNS — ir,cs, ~ vy(SW)], 


f= ] 
例 6.4.60 例 6.4,.57 中 三 人 合作 对 策 卫 的 特征 函数 ”的 值 
各 区 一 D0, i 一 1,2,3， 


-1 = 一 
vu(12) 一 3 » v(t13) = 6 3 vl23) 6 和 


bf123) = 1. 
这 个 对 策 的 Shapley 值 是 
_15 17 1 
Pw) = | 36° 时 |. 


例 6.4.61 对 策 论 文献 中 常常 引用 的 一 个 例子 是 所 谓 " 投 票 
对 策 ”Cvoting game). 5 个 局 中 人 ,局 中 人 1 有 三 张 投票 权 , 其 余 的 
局 中 人 2,3,4,5 各 有 一 张 投 票 权 . 自由 结 成 联盟 后 ,总 票数 过 半 即 
可 获胜 . 

如 果 把 这 个 合作 对 策 厂 用 00,1) 规 范 化 特征 函数 vv 表示 出 
来 ,以 v=1 表示 获胜 ,=0 表示 失败 , 则 

v12)=v(13)=v(14)=v(15)=1, 
* 454* 


vl23) =vuC124)}—w(125) 
=~vuC134)=v(135)=w(145) 二 1， 
v1234)—=v(]235) =v(1245) 
—=v(l345)=v(2345)=1， 
vil2345) 二 1» 
v(S)=0, 对 于 其 他 的 SCI. 


容易 算出 ,Shapley 值 是 
_16 11 1 1 
Bw) = cr - 
这 个 对 策 关 于 全 体 局 中 人 的 大 联盟 的 核 和 核 仁 是 
加 3 工 工 工 工 
KT) = NG 一 (Ea 
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附录 1 中 文 一 外 文 名 词 索 引 


三 


鞍点 /saddie point 定义 6.1.8 
按 字 典 序 正 的 /lexicographically positive 定 人 2.8 
凹 国 数 /concave function 定义 2.1.19 


半空 间 /half space 例 216 

鲍威尔 方法 /Powell method 2.2.9 

背包 癌 题 /knapsack problem 3.3.9 

内 斯 特 加 如 /Best acceleration 2.2.3 

闭 包 /closure 定理 2.1.15 

边际 替代 率 /marginal rate of substitution 定义 5.2. 14 

边界 面 /acet 3.9.1 

廊 界 问题 rfacet problem 3.9.2 

表示 定理 /representation theorem 定理 2.1.3 

波 拉克 -里 比尔 - 波 利 亚 克 齐 法 /Polak-Ribiere-Polyak method 
2 2. 3 

不 定期 决策 过 程 /decision process of unfixed step number 4.4 

不 定 区 间 /interval of uncertainty 2. 1. 5 

BEGS 公式 /BFGS formula 2.2.4 


C 


策略 /strategy(policy) 定 久 6 1.4 
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策略 的 严格 优 超 关 系 /strict domination of Stratogics 
定义 6.1.12 

策略 的 优 超 关系 /dormination of strategies 6,1.5 

策略 等 价 /strategic equivalence 定 涉 5.4.6 

策略 集 /strategy set 定 欠 看 1.4 

差别 待遇 的 解 /discriminaiory solution 646 

常 各 对策 /constant-sum game 定义 6.4.12 

超出 值 /excess 定 尖 6.4.30 

超 可 可 性 /supperadditivity ” 害 半 6.4.2 

超 平面 /hyperplane 例 2.1.5 

乘 子 法 /multiplier method 2.3.141 

纯 策 略 /pure Strategy 6.1.3 


pb 


大 M 法 /big-M method 141.2.5 
代替 惟信 交换 法 /snurrogate worth trade-of{f method (SWT 
method) 5.5,4 
单纯 形 表 /simplex tableau 1.2.3 
单纯 形 法 /simplex method 1.2.1 
丹尼尔 方法 /Daniel method 2.2.3 
等 价 关系 /equivalence relation 6.4.2 
第 点 优先 级 /the k-th priority level 例 5.6.1 
定时 对 第 /games of timing 定义 6.2.12 
动态 规划 /dynamic programming 4 
独立 干扰 过 程 /independentiy disturbed process 4.5.1 
独立 集 /independent set 3.9.9 
对 策 /game 6.1.1 
对 策 论 /game theory 在 
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对 称 解 /symmetric solution 6.4.6 

对 侦 单 纯 形 法 /dual simplex method 1.5.4 

对 偶 问 题 /dual problem 1.5.2 

对 偶 原 理 /principle of duality 1.5.3 

多 阶段 决策 过 程 /multistep decision process 4.1 
多 面 集 /polyhedral set 定 信 2.1.10 

多 面体 组 合 /polyhedral cemhbinatorics 3.1 

多 目标 单纯 形 法 /multiobjective simplex method 5.4.1 
多 目标 规划 /multiobjective programming 5 
多 项 式 算法 /polynormial atgorithm 3.1 

DFP 法 /DFP method 2.2.4 


E 


二 次 规划 /quadratic program 2.3.7 
二 次 指标 函数 向 题 /quadratic objective function probiem 
4. 3. 10 
二 次 普 止 性 /quadratic termination 2. 32.3 
Edmonds 匹配 多 面体 /Edmonds matching polyhedron 3.9.16 


F 


法 卡 斯 定理 /Farkas Theorem 定理 2.1.17 
加 函数 法 /penalty function method 2,3.8 
非常 和 对 策 /non-constant-sum game 定义 6.4.12 
韭 基 变量 /nonbasic variable ” 定 光 .1.5 
非 隆 函数 /nondecreasing function 3.9.6 
非 劣 集 /noninferior set 定 涉 5.2.3 
非 省 极 点 解 /noninferior extreme solution 3.4.1 
非 劣 解 /noninferior soljution ”定义 5.2.13 
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非 零 和 mn 人 对 策 /non-zero-sum n-person game 定 信 6.1.1 

非 实 质 性 对 策 /inessential game 定 这 在 4 4 

非 线 姓 规划 /nonlinear programming 2 

非 退 化 的 基本 可 行 解 /nondegenerate basic feasible solution 
定义 1.1.7 

非 优 超 解 /nondominated solution 5.2.1 

斐 波 那 契 法 /Fibonaccei method 2.1.5 

非 波 那 契 数列 /Fibonacei sequence 定 光 2.1.49 

费用 系数 /cost coefficient 1.1.1 

分 解 /separation 3.3. 上 

分 解 算法 /decomposition algorithm 1.€ 

分 解 问题 /partition problem 3.7.2 

分 离 不 等 式 /valid inequality 3.9.2 

分 离 面 /face 3.%2 

分 数 割 平面 算法 /fraction cutting plane algorithm 3.5,4 

分 支 定 界 法 /branch and bound 3.3,3, 牛 1 

弗 革 和 制 -里 去 斯 方法 /Fieteher-Reeves method 2.2.3 

弗兰克 - 沃 尔 赤 方法 /Frank-Wolfe method 2.3.4 

弗 里 落 - 约 坦 条 件 /Frzitz-John conditions ”定理 2, 1, 42 

负 偏 盖 变 量 /negative deviational variables 5,6.1 
盖 问 题 /covering problem 3.7 


如 


改进 的 鲍威尔 方法 /improved Powell method 2.2.9 
高 斯 -牛顿 方向 /Gauss-Newton direction 例 2.2.17 
成 丹 定 理 /Gordan's theorem ”定理 2.1.18 
长 摩 粮 - 切 巨塔 方法 /Gomory-Chvatal method 3.9.3 
个 体 合 理性 /individual rationality 6.4.4 
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个 悼 合理 支付 枸 形 rindividually rational payo!f configuration 
割 集 /cut-set 6. 4. 43 

制 平面 法 /cutting plane method 2.3.6 

割 线 法 /secant method 2.1.5 

工厂 设 赴 问题 /plant tocation problem 例 3.2.2 

共 因 方向 /conjugate direction 2.2.3 

共 辆 梯度 法 /conjugate gradient method 2.2.3 
规范 化 /normalized ”定义 在 4.7 

关联 向 量 /incidence vector 3.9.1 

广 祥 既 约 梯度 法 /generalized reduced gradient method 2.3.3 
广 习 转 归 /pre-imputation 看 7 了; 定义 6.4.29 


nH 


哈密 尔 师 - 雅 可 比 -贝尔 曼 方 程 /Hamilton-Jacobi-Bellman eguation 
定理 4.6.1 
哈密 尔 顿 图 /Hamilton circuit 3.9.1,3.9.11 
函数 和 渤 代 法 /function iterative method 4.4.1 
核 /Kkernel 定义 看 二 .39 
核 仁 /nucleolus 6.4.9, 定 尖 6.4.48 
核心 /core .5, 定 义 6.4.22 
赫 赛 条 阵 /Hesse matrix 定 久 2.127 
后 向 算法 /backward algorithm 4 2.3 
互补 基本 可 行 解 /complementary basic feasible solution 

定义 2.3.14 
互补 松弛 亲 件 /complementary slackness condition 1.$.3 
胡 克 - 基 夫 斯 方法 /Hooke-Jeeves method 2.2.6 
划分 /partition 定 光 6 和 4 42 
黄金 分 割 法 /golden section method 2.1.5 
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货物 存 鱼 问 题 /inventory problem 4.3.3 
混合 策 赂 /mixed strategy 定义 6.1.56; 定 义 6.2.2 
淮 台 法 /hybrid method  S$. 3,.3 
混合 整数 规划 /mixed integer programming 3.1 


¥ 


基 /basis 定 信 1.1.5 
基 变 量 /basic variables” 定 巡 1 灶 1.5 
基本 制 平面 /basic cutting plane 3.5.3 
基本 解 /basic solution 定 作 11.5 
基本 可 行 解 /basic feasible solution 定义 1.6 
极 大 团 /maximal cliaue 3.9.1 
极点 /extreme point 定义 2.1.11 
极 方 向 /extreme direction 定 交 2.1.42 
极 小 相关 和 集 /minimal dependent set 3.9.9 
解 /solution 6.1.2 
集合 团 盖 问题 /set-covering problem 37 
集体 合理 性 /group rationality .4.4 
既 约 梯度 /reduced gradient 23.3.3 
既 约 梯度 法 /reduced gradient method 2.3.3 
计算 复杂 性 /complexity 1.2 
加工 问题 /job scheduling problem 例 3.2.5 
加 权 法 /weighting method 5.3.1 
简单 链 /simple chain .3.9.1 
篇 单 装 /simpjle circuit 3.9.1 
检验 数 /criterion 1.2.1 
交 生 法 /interactive method 5.5 
交换 率 /trade-off rate 宏 闵 5. 2.13 
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交 图 /intersection graph 3.9.1 

阶段 /step 4.2.1 

近似 规划 方法 /approximation programming method 2.3.5 
局 部 非 劣 解 /local noninferior solution 定 光 85. 5.7 

局 部 极 小 点 /local minimum point 2.1.3 

局 部 加 蜜 法 /local refined method .7.3 

局 部 最 优 艇 /Local optimal solution 定 尺 2.1.3 

局 势 /situation 定 妈 8 有 3.1 

局 外 支付 条 件 /side payments condqition 定 巡 秋 4.1 

局 中 人 /player 例 611: 定 多 不 1 4 

皂 形 性 质 /reetangular property 定理 6.1.5 

第 阵 对 策 /matrix game 定 类 6.1.4 

决策 /decision 4.2.1 

决策 变量 /decision variables 1.1.1 

决策 过 程 /decision process 4.1 

决策 空间 /decision space 5.2.1 

决策 空间 上 的 可 行 集 /feasible set in decision space 定 尺 5.2.1 


K 


卡 马 卡尔 算法 /Karmarkar algorithm 1.8 
可 恋 多 面体 搜索 法 /variable polyhedron search method 2.2.8 
可 加 性 /additivity 定义 .4.3 
可 行 点 /ieasible point 定 当 1.1.3 
可 行 方向 /feasible direction” 定 兴 2.1.40 
可 行 方 向 法 /ieasible direction method 2.3.1 
可 行 方 向 锥 /cone of feasible directions 定 兴 21.40 
可 行 基 /ieasible basis 定 尖 1.1.6 
可 行 解 /feasible solution 定 类 1.1.3 
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可 行 域 /feasible region 定 内 1.1.3 

控制 /control 4.2.1 

库 办 - 塔 克 点 /Kuhn-Tucker point 例 2.1.45 

库 思 - 塔 克 定 理 /Kuhn-Tucker theorem 定理 2,1.43 

库 恩 - 塔 克 条 件 /Kuhn-Tucker conditions ”定理 2.1.43 
扩张 子 空间 定理 /expanding subspace theorem 定理 2.2.8 


L 


拉 格 六 日 乘 子 /Lagrange multiplier 2,1.4 
拉 格 朗 日 乘 子 法 /Lagrange multiplier method 4.7.2 
拉 格 朗 日 方法 /Tagrange method 2.3.7 
拉 格 郎 日 函数 /Lagrange function 2.1.4 
革 姆 克 算 法 /Lemke's method 2.3.7 
离散 时 间 雇 策 过 程 /diserete-time decision process 4.1 
理想 点 /ideal point 定义 5.2.15 
连通 图 /connected graph .1 
连续 对 筑 /continuous game 定义 .2.14 
连续 时 间 决 策 过 程 /eontinuous-time decision process 4.1 
联盟/coalition 定 尖 6.4.1 
联盟 结构 /coalition strueture 定 玉 不 4 4 
链 Archain 3. 和 1 
阅 阶 段 法 /twoe-phase method 1.2.4 
零 和 二 人 对 策 /zero-sum two-person game 6.1.1 
零 和 二 人 人 无限 对 策 /zero-sum two-person infinite game 62.1 
零 空 间 /null space 2.3.2 
灵敏 度 分 析 /sensitivity analysis 1.7 
办 森 布 罗 克 方法 /Rosenbrock method 2.2.7 
逻辑 和 方法 /logicai summation method 3.9.S 
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M 


马尔 可 夫 决 策 过程 /Markov decision process 4.5.1 
马 奇特 - 莱 温 伯 事 方法 /Marqguart-Levenberg meihod 2.2.2 
命中 率 函 数 /accuracy function 例 6.2.13 
模式 搜索 法 /pattern search method 2.2.6 
目标 规划 /goal programming 5.6 
目标 规划 单纯 形 法 /simplex method of goal programming 
5. 6. 3 
自 标 函数 /objective function 2.1.1 
目标 空间 /objective space 5,.2,1 
目标 空间 上 的 可 行 集 /feasible set in objective sbace 定 尺 5.2.2 


N 


内 部 稳定 性 /inner stability 6.4.6 

所 牛顿 法 /quasi-Newton method 2.2.4 

和 牛顿 法 /Newton’s method 2.1.5.2.2.2 

n 人 非 合 作对 策 /n-person noncooperative game 6.3.1 
x 人 人 台 作 对 策 /m-person cooperative game 6.1.1 


P 


派 雷 托 最 优 和 解 /Pareto optimal solution 5.2.1 
派 雷 托 最 优 性 /Pareto optimality 6.4.4 
排序 问题 /sequencing problem 6.3.8 
凶 物 线 法 /parabelic method 2.1.5 
匹配 多 面体 /matching polyhedron 3.9. 10 
匹配 问题 /matching problem 于 .9.18 
平衡 /in equilibrium 定 光 6. 4.36 
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平衡 点 /equilibrium beint 定 必 全 33 
平稳 策略 /stationary poliey 定 光 4 4.5 
平稳 过 程 /stationary brocess 定义 4 4.S 


0 


期 望 支 付 /expected payoff 6.1.3 

齐 箱 菊 - 华 攀 纽 斯 方法 /Zionts- 丽 allenius method 5.5.3 
起 作用 集 方法 /active set method 2.3.7 

起 作用 约束 /active constraint 2.1,4 

前 向 算法 /forward algorithm 4.2.3 

强 -核心 /strong e-core 定 信 6.4.31 

错 弗 里 昂 方 法 /Geofirion method 5.5,1 

切 锥 /tangent cone ” 定 艾 2.1.41 

因 犯 的 难题 /prisoner’s dilemma 例 6.3.13 

圈 jcircuit 3.9.1 

确定 性 决策 过 程 /deterministic decision process 4.1 


R 


人 工 约 东 法 /artificial constraint technigue 1.$.7 
人 性 务 均 街 问题 /job balancing problem 4.3.7 
容量 /capacity 3.9.1 

弱 非 劣 集 /weak noninferior set 定 尽 SS.2.4 

弱 非 劣 解 /weak noninferior solution 定义 5,2.4 


S 


三 次 插值 法 /cubic interpolation method 2.1.5 

三 角形 梳子 /triangular comb 3.9.10 

上 非 医 变量 /upper nonbasic variables ”定义 1.4.1 
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设备 更 新 问题 /eguipment replacing Problem 4. 未 4 
生产 计划 间 题 /production scheduling problem 例 4.1.2 
胜 过 /outweigh 定义 6.4.36 

升 维 方法 /ifting method 3.9.7 

实质 性 的 对 第 /essential game 定 沈 644 
统 于 /comb 3.9.10 

驱 算 阵 对 策 /bimatrix game 例 6.3.11 
水 平 集 /level set 定理 2. 1. 22 

斯 玫 尔 杰 斯 积分 /Stieltjes integral 6.2.2 

松弛 /relaxation 3.32 

松弛 变量 /slack variable 1.1.2 

松弛 法 /relaxation method 4.7.3 

荫 机 性 决策 过程 /stochastic decision process 4.1 

索 伦 森 - 活 尔 夫 方 法 /Sorenson-Wolfe method 2.2.3 
势 旺 数 /potential funection 1.8.3 

5- 廿 包 /S-convex bull 3.9.1 

{SA) 函数 /super-additive function 定 人 .9.6 


T 


探测 /fathoming 3.3.3 
特征 函数 /characteristic funetion ” 定 信 4.1 
特征 函数 的 互补 性 /complementarity of characteristic function 
定理 6. 4. 13 
梯度 /gradient 定义 2.1.26 
梯度 投影 法 /gradient projection method 2.3.2 
条 件数 /condition number 2.2.1 
辣 余 方法 /modulo method 3.9.4 
投票 对 策 /voting game 例 6.4.5 
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投影 矩阵 /projection matrix 2.3.2 

凸 盟 数 /convex funetion 定 有 2.119 

凸 集 /convex set 2.1.2 

止 规划 Aceonvex programming 定义 2.1.33 

止 锥 /convex cone 定 沁 2.1.8 

凸 组 人 台 /convex comhbination 定 光 2.1.4 

图 /grabh 3.9.1 

图 的 点 -边关 联 第 阵 /incidence matrix of a graph 3.9.1 

团 /clique 3.9.1 

推销 商 问 题 [traveling salesman problem 例 3.2.6 

退化 的 基本 可 行 解 /degenerate basic feasible solution 
定 1.1.7 


Vv 


vN-M 解 /von Neumann-Mongenstern solution (YN-M solution》 


定义 6.4.27 


W 


外 部 稳定 性 /external stability 6.4.6 
外 插 技 术 /extrapolation technigue 2.3.10 
完成 函数 /achievement function 4.6.1 
微分 动态 规则 /differential dynamiec programming 4.7.3 
维 数 突 /curse of dimensionality 4.2.4 
稳定 和 集 /stable set 定 光 6 4 37 
无 差异 曲面 /indifference surface 定义 5.2,12 
无 差异 曲线 /indifferencee curve 定 兴 5.2.12 
无 关子 族 问 题 /packing problem 3.7 
无 限 对 第 /infinite game 6.2 
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无 上 旦 期 决策 过 程 /decision precess of infinite step number 
.4 

无 约束 最 优化 问题 /unconstrained optimization problem 
2.1,1 


其 


系统 可 靠 福 问 题 /system reliability problem 4.3.6 
下 非 基 变量 /lower nonbasic variables 定义 1.4.1 
下 降 方向 /decent direetion 定 光 2.1.39 
夏普 雷 慎 /Shapley value 定理 6. 4. 59 
线性 多 目标 规划 /linear multiobjective programming 5.4 
线性 规划 /linear programming 1.1 
线性 互补 问题 /linear complementary problem 定 学 2.3.7 
线性 流 形 /linear manifold 2,2.3 
线性 目标 规划 /linear goal programming 6.6.1 
线性 疏 仇 /inear convergence 22.3 
线性 整数 规划 /linear integer programming 33.1 
线 搜 索 /line search 2.1.5 
限定 原 问 题 /restricted primal problem 1.5.5 
向 量 最 优化 问题 /vector optimization problem 5.2.1 
像 /image 5.2.1 
相关 集 /dependent set 3.9.9 
相 邻 非 劣 极点 解 /neighbor noninferior extreme solution 
定义 $5. 4.8 
效用 函数 /putility function 定 针 5.2.9 
修正 单纯 形 法 /revised simplex method 1.3.1 
序列 无 约束 极 小 化 方法 /sequential unconstrained minimization 
technique (SUMT) 2.3.8 
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循环 /cycling 12.6 


Y 


严格 凸 范 数 /strictly convex function 定义 2.1.19 
样 条 函数 /spline function 4.7.1 

隐 数 法 /implicit enumeration method 3.3 

优 超 关系 /domination 6.1.5 

扰 超 域 /dominion 定 久 外 .4.20 

有 界 变量 单纯 形 法 /simplex method for bounded variables 1.4 
有 效 变 量 /efficient variable 定 欠 5.4.8 

有 效 变 量 集 /efficient variable set 定义 5.4.8 

有 效 集 /effective set 6.4.4 

有 效 解 /efficient solution 5$.2.1 

右 端 同 量 right-hand-side vector 4.1.1 

原始 -对 侦 单 纯 形 法 /primal-dual simplex method 1.5.S 
原 问题 /primal problem 1.5.2 

预 核 /prekernel 定 沈 不 4. 3 

约束 /constraint 1.1.1 

约束 法 /constraint method 5.3.2 

约 东 范 数 /constraint function 2.1.1 

约束 矩阵 /constraint matrix 1.1.1 
约束 规格 /constraint qualification ”定理 2. 1.4 

人 许 策略 集 台 /set of admissible policies 4.2.1 
人 允许 决策 集合 /set of admissible decisions 4.2.1 
人 允许 状态 集合 /set of admissible states 4.2.1 


2 


障碍 图 数 法 /barrier function method 2.3.9 
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真 非 劣 解 /proper noninferior solution 定 必 5.2.8 
正信 差 变量 /positive deviational variables 5.6.1 
正则 点 /regular point 定 光 5.2.46 
正则 解 /regular solution 定义 1.5.12 
整数 规划 /integer programming 3 
整体 最 优 和 解 /global optimal solurion 定义 2.1.2 
支付 payoff 定义 6.1.4 
支付 天 /payoff table 5.3.2 
支付 矩阵 /payoff matrix ”定义 6.1.4 
支付 向 量 /payoff vector 定义 6.4.43 
指标 葡 数 /objective function 4.2.1 
值 /value 人 秽 6.1.4 
子 问 题 /supproblem 1.6.1 
秩 1 校正 /rank-one correction 2.2.4 
重心 坐标 /barycentric coordinates 6.1.8 
周末 文娱 问题 /battle of the sexes 例 6.3.14 
逐步 法 /Step method (STEM) 5.5.2 
弃 次 表 近 法 /successive approximation method 4.7.3 
主 规划 /master program 1.6.1 
转 归 /imputation” 定 风 6.4,15 
转 归 的 优 超 关系 /domination of imputation ”定义 6.4.18 
转 归 优 超 关 系 的 有 效 性 条 件 /effectness of domination of imputa- 
tion .和 .4 
装 箱 老 面体 /packing polyhedron 3.9.8 
状态 /state 4.2.1 
状态 变量 /statre variable 4.2.1 
状态 增 量 法 /state increment method 4.7.3 
状态 转移 方程 equation of state transition 4.2.14 
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准 互补 基本 可 行 解 /almeost complementary basic feasible solution 
定 尽 2.3.15 

资源 分 配 问 题 /resource allocating problem 4 3.3 

字典 序 /lexicographic order 定 冯 6 4.47 

字典 序 规 则 /texicographic rule 1.2.6 

字典 中 心 /lexicographic center 定义 .4.52 

阻尼 牛顿 法 /damped Newton's method 2.2.2 

最 大 剩余 /maximum surplus 定义 6.4. 36 

最 短路 线 问题 /shortest path problem 例 4.1.1 

最 速 下 降 法 /steepest decent method 2,2.1 

最 小 二 乳 法 /least square method 2.2.5 

最 小 二 苹 问 题 /least square problem 2. 2,5§ 

最 小 割 集 /minimal cut-set 3.9.1 

最 小 核心 /least core 定义 4. 32 

最 小 最 天 值 定理 /minimax theorem 定理 6.1.7 

最 优 策略 /optimal strategy (optimal policy) 6.1.2 

最 优 轨 线 /optimal trajectory 六 2.1 

最 优 解 /optimal solution ”定义 1.1.3 

最 优 性 条 件 /optimal conditions 2.1.4 

最 优 人 性 原理 /principle of optimaiity 定理 4.2.2 

最 优 值 铅 数 /optimal vatue function 4.2.1 

最 终 解 /final solution 定 光 5.2.11 


0,1 规划 /0,1-programming 3.1 
《0,1) 规 范 化 /(0,1) normalized ”定义 在 朱 7 

(一 1,0) 规 范 化 / (一 1,0) normalized 定义 6.4.10 
2- 匹 本 问题 /2-matching problem 3.9.10 
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附录 2 外文 一 中 文 名 词 索引 


accuracy functionay 命 中 雍 疼 数 例 62.313 

achievement function/ 完 成 函数 和 在 1 

active constraint/ 起 作用 约束 2.1.43 

active set method7 起 作用 方法 2.3.7 

additivity/ 可 加 性 定 尽 6 和 3 

almost complementary basic feasible solutiony 准 互补 基本 可 行 解 
定 尽 2.3.15 

approximation programming method /近似 规划 方法 2.3.5 

artificial constraint techniqgue/ 人工 约束 法 1.5.7 


B 


backward algorithm/ 上 后 向 算 法 4.2.3 
barrier function method/ 障 碍 函数 法 2.3.9 
barycentric coordinates /重心 坐标 .8,6. 4.4 
basic cutting plane/ 夫 本 制 平面 3.5.3 
basic feasible solution/ 基 本 可 行 解 ”定妆 1.1.6 
basic solution/ 基 本 定义 1.1.5 
basic variablesy/ 基 变量 定 史 二 .1.3 
basis/ 基 定 迷 1.1.5 
battle of the sexes/ 周 末 文 娱 问题 例 6.3.14 
Best acceleration/ 贝斯 特 加 速 2. 2.3 
BFGS formula/BFGS 公式 2.2.4 
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big-M method/ 大 M 法 1.2.5 
bimatrix game7 双 拓 阵 对 策 例 63.11 
branch and boundy 分 支 定 界 法 3 了 3,3.4.1 


C 


capacity/ 容 量 3.9.1 

chain/ 链 3.9.1 

characteristic function/ 特 征 痛 数 定 关 664.1 

circuit/ 圈 3.9.1 

clique/ 团 3.90.1 

closure/ 财 包 定理 2.1.15 

coalition /联盟 定义 .4.1 

coalition structure /联盟 结构 ”定义 4. 2 

comb/ 梳 子 3.9.10 

complementarity of characteristic functiony 特 年 函数 的 互补 性 
定理 6. 4. 13 

complementary basic feasible solution/ 王 补 基 本 可 行 解 
定理 2. 3. 14 

complementary slackness condition /互补 松弛 条 件 ”1.5.3 

complexity/ 计 算 复 森 性 3.1.2 

concave functiony 凹 函数 定 党 2.1.19 

condition humber7 某 件数 ”2,2,1 

cone of feasible directions/ 林 行 方向 锥 ”定义 2.1.40 

conjugate direction/ 共 轿 方 向 2. 2.3 

conjugate gradient method/ 共 示 梯度 法 2.2.3 

connected grapbh/ 连 通 图 3.9.1 

constant-sum game/ 常 和 和 对策 定义 6.4.12 

constraint/ 的 束 1.1.1 
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constraint functiony7 约 束 函 数 2.1.1 
constraint matrixy 人 约束 罕 阵 11.1 

constraint method/ 约 束 法 5.3.2 

constraint qualification/ 约 束 规格 ”定理 3.1.46 
continuous game7 连 续 对 策 。 定 类 .2.14 
continuous-time decision process/ 巡 续 时 间 决 策 过 程 
control/ 控 制 4.2.1 

convex combination/ 凸 组 合 定 内 2.1.4 
convex coney/ 凸 锥 定 允 2.1.8 

convex function/ 古 函数” 定 党 2.1.19 

convex brogrammingy/ 西 规划 ” 定 六 2.1.33 
convex set/ 吓 集 2.1.2 

core/ 核 心 定义 6.4.22 

cost coetficient/ 葛 用 系数 1.1.1 

covering problem/ 和 覆盖 问题 3.7 
criterion/ 检 验 数 ”1.2.1 

cut-set/ 割 集 3.9.1 

cutting plane method / 割 平面 法 2.3.56 

cubic interpolation method/ 三 次 插值 法 2. 1.5 
curse of dimensionality/ 维 数 灾 4.2,4 
cycling/ 循 环 1.2.6 


D 


damped Newton?s method/ 阻 尼 牛 顿 法 2. 2.2 
Daniel methodqy 上 丹尼尔 方法 2.2.3 

decent directiony 下 降 方向 ”定义 2.1.39 
decisiony7 决 策 4.2.1 

decision process/ 决 策 过 程 4 


4.1 
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decision process of infinite step number/ 无 限期 决策 过 程 
.4 

deeision process of unfixed step number/ 不 定期 决策 过 程 
.4 

decision space/ 决策 空间 5.2.1 

decision variable/ 决 策 变 量 1.1.1 

decomposition algorithm/ 分 解 算法 1.56 

degenerate basic feasible solution/ 退 化 的 基本 可 行 解 
定义 1.1.7 

dependent set/ 相 关 集 3.49 

deterministic decision brocess/ 确 定性 决策 过 程 4.1 

DFP method/DFP 方法 2.2.4 

differential dynamic programming/ 微 分 动态 规划 4.7,3 

discrete-time decision process/ 离 散 时 间 决 策 过 程 4.1 

diseriminatory solution/ 莽 别 待遇 的 解 ”6.4.6 

domination/ 优 超 关系 6.1.5 

domination of imputations/ 转 妇 的 优 超 关系 定 光 不 4.18 

domination of strategies/ 策 略 的 优 超 关 系 6.1.5 

dominiony 优 超 域 定 光 64 20 

dual Problemy 对 偶 问 题 1. 5.2 

dual simplex method/ 对偶 单 纯 形 法 1. 5.4 

dynatnic programming/ 动 态 规 划 4 


E 


Edmonds matching polyhedron /..-dmonds 匹配 多 面体 3.9.10 
cffective set/ 有 交集 6.4.4 
effectiveness of domination of imputations/ 转 妇 优 超 关 系 的 有 效 
性 条 件 6.4.4 
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efficient solution7 有 效 解 ”5.2.1 

efficient variable/ 有效 实 昔 定义 5.4.8 

efficient variahle set/ 有 效 变 量 集 定 人 内 5.4.8 
equation of state transition/ 状 态 转 移 方 程 4.2.1 
equilibrium point/ 平 衡 点 ”定义 6.3.3 

equipment replacing problem/ 设 备 间 新 问题 4.3.4 
equivajence rejation/ 等 价 关系 6.4.2 

essential game/ 实 质 性 的 对 策 定 凡 .4.4 
excess/ 超 出 人 入 定 光 6.4. 30 

expanding subspace theoremy 扩 张 子 空间 定理 定理 2.2.8 
expected Payeft/ 斯 望 支 付 6.1.3 

extrapolation technigue/ 外 插 技 术 2.3.10 

external stabilityy 外 部 稳定 性 6.4.6 

extreme direction/ 极 方向 2. 1.17 

extreme bpointy 极点 定 学 2.1.11 


F 


face /分离 面 3.9.2 

facet/ 边 界面 3.9.1 

facet problem/ 边 界 问 题 3.9.2 

Farkas theorem/ 法 卡 斯 定理 ”定理 2.1.17 

fathoming/ 探 测 3.3.3 

feasible basis/ 可 行 基 定义 11.6 

feasible direction/ 可行 方 向 ”定义 2.1.4 答 

feasible direction method7 可 行 方 向 法 2.3.1 

feasible point/ 可行 点 ” 定 沁 1.1.3 

feasible region/ 可行 域 定义 1.1.3 

feasible set in decision space/ 决 策 空间 上 的 可 行 集 定 尺 5.2.1 
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feasible set in Gbjective space/ 目 标 空间 上 的 可 行 集 定义 5.2.2 
feasibje solutiony7 可 行 解 定 巡 41.3 

Fibonacci methody7 斐 波 那 契 法 2.1.5 

Fibonacci sequence/ 韭 波 那 热 数 列 定 妈 2.1,49 

final solution/ 最 终 解 ”定义 5.2. 11 

Fletcher-Reeves methody/ 弗 药 彻 -里 去 斯 方法 2.2.3 
forward algorithm/ 前 向 算法 4.2.3 

fraction cutting plane algorithm/ 分 数 荐 平面 算法 3.5.4 
Frank-Wolfe method7 弗兰克 - 沃 尔 夫 方 法 2.3.4 
Fritz-John conditions/ 弗 里 茨 -约翰 条 件 ”定理 2.1. 42 
function iterative tnethod7 国 数 迁 代 法 4.4.1 


G 


game/ 对 策 6.1.1 
game theory/ 对 策 论 6 
games of timing/ 定 时 对 策 定义 6.2.12 
Gauss-Newton direction/ 高 斯 -牛顿 方向 例 2.2. 17 
generalized reduced gradient method/ 广 闵 婚 约 梯度 法 ”2.3.3 
Geoffrion method/ 乔 弗 里 昂 方法 5.5.1 
global optimal solution/ 各 体 最 忧 和解 ”定义 2.1.2 
goal programming/ 征 标 规划 5.6 
golden section method/ 黄 金 分 割 法 2.1.5 
Gomory-Chvatal method/ 蕊 摩 赖 - 切 瓦 塔 方 法 3.9.3 
Gordan theorem/ 龙 丹 定 理 定理 2.1.18 
gradient/ 梯 度 ”定理 2.1.26 
gradient projection method/ 梯 度 投影 法 2.3.2 
graphy 拉 3.9.1 
group rationality/ 和 集体 合理 性 6.4.4 

* 478* 


H 


haif space/ 半 空间 例 2.1.6 

Hamilton ceircuity 哈 密 尔 顿 图 3.9.1 

Hamilton-Jacobi-Bellman equationy 哈 密 尔 顿 - 雅 可 比 -贝尔 曼 方 程 
定理 4.6.1 

Hesse matrix/ 赫 赛 窍 阵 定义 2.1.27 

Hooke-Jeeves method7 胡 克 - 基 去 斯 方法 2.2.6 

hyperplane/ 超 平面 例 2.1.5 

bybrid method/ 混 合法 5.3.3 


ideal boint/ 理 想 点 ” 定 尺 5.2. 15 
image/ 像 5.2.1 
implicit enumeration method/ 隐 数 法 3.3 
improved Powell method/ 改 进 的 鲍威尔 方法 2.2.9 
imputation/ 转 归 定 尖 6.4.15 
in equilibriuvum/ 平 衡 ” 定 兴 6.4.36 
incidence matrix of a graphy 图 的 点 -边关 联 和 矩阵 3.9.1 
incidence vector/ 关 联 向 量 3.9.1 
independent set/ 独 立 集 3.9.9 
independently disturbed process/ 独 立 干扰 过 程 4.5.1 
indifference curvey 无 差异 曲线 定 尖 5.2.12 
indifference surface/ 无 差异 曲 定义 5.2. 12 
individual rationality/ 个 体 合理 性 ”6.4.4 
individually rational payoff configuration/ 个 体 合理 支付 构 形 
定义 6.4.43 
inessential game/ 非 实质 性 对 策 定义 6.4.4 
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infinite game/ 无 限 对 策 6.2 

inner stability/ 内 部 稳定 性 6.4.6 
integer Programiming/ 整 数 规划 3 
interactive method/ 交 于 法 5.5 
intersection graph/ 交 图 3.9.1 

interva] of uncertainty /不 定 区 间 2.1.5 
inventory problemy7 货 物 存 防 问题 4.3.3 


J 


job balancing problemy 任 务 均 衡 问题 4.3.7 
job scheduling problem/ 加 工 问 题 例 3.2.5 


K 


Karmarkar algorithm/ 卡 马 卡 尔 算 法 1.8 

kernel/ 核 定义 6.4.39 

knapsack problemy 背 包 问 题 3.3.9 

Kuhn-Tucker conditions/ 库 思 - 塔 克 条 件 定理 2 .143 
Kuhn-Tucker point/ 库 恩 - 塔 克 点 例 2.1.45 
KKuhn-Tucker theorem/ 库 思 - 塔 克 定 理 ” 定理 2.1. 43 


L 


Lagrange function/ 拉 格 朗 日 通 数 ”2.1.4 
Lagrange multiplier method/ 拉 格 遍 日 乘 子 法 .7.2 
Lagrange multipliers/ 拉 格 朗 日 屠 子 2. 1.4 
Lagrange method/ 近 格 朗 日 方法 2.3.7 
least core/ 最 小 核心 ” 定 必 6.4.32 
least square method/ 最 小 二 乘法 2.2.5 
least square problem/ 最 小 二 乘 间 题 2.2.5 
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Lemke methody 革 姆 艳 方 法 23.7 

Level sety 水平 定理 2.1.22 

texicographic center/ 字 典 中 心 ” 定 六 6.4.52 
lexicographic order/ 字 上 典 序 ” ”定义 .4.47 
iexicographically positive/ 按 字典 序 正 的 定 兴 1.2.8 
lexicographic rule/ 字 上 典 序 规则 1.2.56 

lifting method/ 升 维 方 法 3.9.7 

line search/ 线 搜索 2.1.5 

linear complementary problem/ 线 性 互补 间 题 2.3.7 
linear convergence/ 线 性 收敛 ”2.2.1 

linear goal programming/ 线 性 目标 规划 56.6.1 
linear integer programming/ 线 性 整数 规划 ”3.1 
linear manifold /线性 流 形 2.2.3 

linear multiobjective programming/ 线 性 多 自 标 规划 ”5.4 
linear programming/ 线 性 规划 14.1 

local minimum point/ 局 部 极 小 点 2.1,3 

jocal noninferior solution/ 局 部 非 洁 解 ”定义 5. 5.7 
local optimal solution/ 局 部 最 优 解 ”定义 2.1.3 

jocal refined method/ 局 部 加 秘法 4.7,3 

]ogical summation method/ 有 逻辑 和 方法 3.9.5 

lower nonbasic variables/ 下 非 基 变量 定义 1.4.1 


M 


marginal rate of substitutieny 边 际 蔡 代 率 定 光 5.2.14 
Markov decision process/ 马尔 可 夫 决 策 过 涅 4.5.1 
Marquart-Levenberg method/ 蕊 夸 特 - 莱 温 伯 太 方法 2.2.2 
master program/ 主 规划 1. 6.1 


matching polyhedron/ 匹 配 多 面体 3.9.10 
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matching problem/ 匹 配 河 题 3.9.10 

matrix game/ 乱 阵 对 策 定 尽 6.1.4 

maximal cligue/ 极 大 团 3.9.1 

maximum surplus/ 最 大 剩余 ”定义 6.4.36 
minimal cut-sety 最 小 割 集 3.9.1 

minimal dependent set/ 极 小 相关 案 3 外 9 
minimax theorem/ 最 小 最 大 值 定理 ”定理 6. 1.7 
mixed integer programming/ 混 全 整数 规划 3.1 
mixed strategy/ 混 合 策略 ”定名 不 1.6, 定 义 6.2.2 
modulo method/ 同 余 方 法 3.9.4 

muitiobjective programming/ 包 目标 规划 5 
multiobjective simplex method/ 多 目标 单纯 形 法 5.4.1 
multiptier methody 乘 子 法 2.3.11 

multistep decision process/ 多 阶段 决策 这 程 4.1 


N 


nn-person cooperative game/n 人 合作 对 策 61.1,6.4 
n-persaon noncooperative game/n 人 非 合 作对 策 6.3 
negative deviational variablesy 负 偏差 变量 5.6.1 
neighbor noninferior extreme solution/ 相 邻 非 劣 极 点 解 
定 沈 S. 4.8 
Newton method/ 和 牛顿 法 2.1.5,2.2.2 
noisy duel/ 有 声 决 斗 6.2.6 
nonbasic variablesy/ 非 基 变 量 定义 1.1.5 
non-constant-sum game/ 非 常 和 对 策 定义 6.4.12 
nondecreasing function/ 非 降 函 数 3.9.6 
nondegenerate basic feasible solutiony 非 退化 的 基本 可 行 解 
定义 1.7 
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nondominated solutiony7 非 优 超 解 5.2.1 

noninferior extreme golution/ 非 省 极点 解 5.4.1 
noninferior set/ 非 秒 集 定义 5.23 

noninferior solution/ 非 省 解 ”定义 5.2.3 

nonlinear programming/ 非 线性 规划 2 

non-zero -sum n-person game/ 非 零 和 nn 人 对 策 6.1.1 
normalized /规范 化 定 闵 6.4.7 

nucleolus/ 核 仁 ” 定 闵 6.4.48 

null space/ 零 空间 2.3.2 


心 


abjective functiony 目标 衣 数 (指标 函数 ) 2.1.1 
objective space/ 目 标 空 间 5.2.1 

optimal conditions/ 最 优 性 条 件 2.1.4 

optimal policy/ 最 优 策略 4.2.1 

optimal solution/ 最 优 解 ” 定 头 1.1,3 

optimal strategy/ 最 优 策略 6.1.2 

optimal trajectory/ 最 优 轨 线 4.2.1 

optimal value function/ 最 优 值 函数 4.2.1 
outweigh/ 胜 过 定义 6.4.36 


P 


packing polyhedron/ 装 箱 多 面体 3.9.8 
packing problem/ 无 关于 族 问题 3.7 
parabolic method/ 抛 物 线 法 2.1.5 
Pareto optimal solution/ 派 雷 托 最 优 解 5.2.1 
Pareto optimality/ 诉 雷 托 最 优 性 6. 4.4 
partition/ 划 分 定 交 站 4.42 
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partition problem/ 分 解 问题 3.7 

pattern seareh method /模式 搜索 法 2.2.6 

payoff/ 交付 定 尖 6. 1.4 

payoff matrixy/ 支付 矩阵 定 兴 6.1.4 

payoff table/ 支付 表 5.3.2 

payoff vectory 支 付 向 量 ” 定 类 6.4.43 

penalty function method/ 罚 函数 法 2.3.8 

plant location problem/ 工 广 设 址 问题 例 3.2.2 

player/ 局 中 人 定 浆 不 工 4 

Polak-Ribiere-Polyak method/ 波 拉克 -里 比尔 - 波 利 亚 克 方 法 
2.2.3 

policy/ 策 略 4.2.1 

pojicy iterative method/ 策 略 迭 代 法 4.4.1 

polyhedral combinatories/ 多 面体 组 合 3.1 

polyhedral set/ 和 多面 集 定 光 2.1.10 

polynomial algorithm/ 多项式 算 法 3.1 

positive deviational variables/ 正 坊 差 变量 $.6.1 

potential function/ 执 函数 ”1.8.3 

Powell merthod /鲍威尔 方法 2.2.9 

pre-imputationy 广 叉 转 归 定 婉 64. 29 

prekernel/ 预 核 定 芝 64 3 

primal-dual simplex methody 原 始 -对 偶 单纯 形 法 1. 5.5 

primal problem/ 原 问题 1.5.2 

principle of duality/ 对 偶 原 理 1.5.3 

brinciple of optimality/ 最 优 性 原理 ”定理 4.2.2 

prisoners’ dilentmay 办 犯 的 难题 例 6.3.13 

production scheduling preblemy 生 产 计 划 问 题 例 412 

projection immatrixy 投 影 征 阵 2.3.2 
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proper noninferior solution/ 真 非 洛 解 ”定义 5.2.8 
pure strategyy 纯 策略 6.1.3 


Q 


quadratic objective function problem/ 二 次 指标 峭 数 问题 
4.3. 10 

duadratie program/ 二 次 规划 2.3.7 

quadratic termination7 二 次 终止 性 ”2.2.3 

quasi-Newton method/ 拟 牛顿 法 2.2.4 


R 


rank-one correction/ 秩 1 校正 2.2.4 
rectangujar property/ 矩 形 性 质 定理 6.15 
reduced gradienty/ 既 约 梯 度 2.3.3 

reduced gradient method/ 既 约 梯度 法 2.3.3 
regular point/ 正 则 点 ” 定 兴 5.2.16 

regular solution/ 正 则 解 定义 1.5.12 
representation theoremy 表 未 定理 定理 2.1.13 
relaxation/ 松 弛 3.3.2 

relaxation method7 松 弛 法 4.7.3 

resource allocating problemy7 资 源 分 配 问题 4.3.S 
restricted primal problem/ 限 定 原 问题 1.5.5 
revised simplex method/ 体 正 单纯 形 法 1.3.1 
right-hand-side vector/ 有 端 向 量 1.1.1 
Rosenbrock method/ 罗 森 布 罗 克 方法 2.2.7 


S 


S-convex hull/S- 凸 包 3.9 1 
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saddle point /鞍点 定 凡 6.1.8 
secant method/ 剂 线 法 2.1.$… 
sensitivity anajysisy7 珊 敬 度 分 析 1.7 
separationy7 分 解 3.3.1 
sequencing problem/ 排 序 问 题 4.3.8 
seduential unconstrained minimization technique (SUMT)/ 序 列 
无 约束 极 小 化 方法 2.3.8 
set-covering problem /集合 覆盖 问题 3.7 
set of adimissible decision/ 允许 决策 集合 4.2.1 
set of admissible policies/ 旬 许 策略 集合 42.1 
set of admissible states/ 介 许 状态 集合 4.2.1 
Shapley value/ 夏 普 雷 值 定理 6. 4. 59 
shortest path problem/ 最 适 路 线 和 问题 例 4.1.1 
side payments condition7 局 外 支付 对 侍 定 驳 64.1 
simple chain/ 简 单 链 ”3.9 1 
simple cireuity 简 音 盏 ”3.9.1 
simplex method/ 单 纯 形 法 1.2.1 
simplex method of goal programming/ 目 标 规 划 单 纯 形 法 5.6.3 
simplex method for bounded variables/y 有 界 变 量 单纯 形 法 
1. 4 
simplex tableau/ 单 纯 形 家 1.2.3 
situation/ 局势 ”定义 6.3.1 
sjack variable/ 松 弛 变量 1.1.2 
solution/ 解 6.1.2 
Sorenson-Wolfe method/ 索 伦 森 - 沃 尔 夫 方法 223 
spline function/ 样 条 晴 数 4.7.1 
stable set/ 稳 定 集 定 兴 6. 4.27 
state/ 状 态 4.2.1 
+ 86。 


state increment method/ 状 态 增 量 法 4.7.3 

state variable /状态 变量 4.2.1 

stationary policy/ 平 稳 策 略 定 光 4.4.5 

stationary brocessy/ 平 稳 过 程 定 交 4.4.S 

steepest decent method/ 最 速 下 降 法 2.2.1 

step/ 芥 段 ”4.2.1 

Step method (STEM)/ 逐 步 法 SS.2 

Stieltjes integral/ 斯 蒂 尔 杰 斯 积分 6. 2.2 

stochastic decision process/ 随 机 性 决策 过 程 4.1 

strategic equivalence/ 策 略 等 价 定义 6.4.56 

strategy/ 策 略 定 类 6.1.4 

strategy set/ 策 略 集 定 兴 6.1.4 

strict domination of strategies/ 策 略 的 严格 优 超 关系 
定义 6.1.12 

strictly convex function/ 严 格 巧 沙 数 ”定义 2.1.19 

strong e-core/ 强 核心 定 兴 6.4.31 

subprotlem/ 了 于 问题 “1.6.1 

successive approximation method/ 逐 次 遂 近 法 .7.3 

super-additive function/ (SA) 国教 3.9.6 

superadditivity/ 超 可 加 性 定 当 系 4.2 

surrogate worth trade-off method (SWT method)/ 代 替 价 值 交换 
法 5.5.4 

symmetric solution/ 对 称 解 6.4.6 

system reliability problem /系统 可 靠 性 问题 4.3.6 


T 


tangent coney/ 切 维 定 光 2.1.41 
the 上 -th priority levely 第 大 优先 级 例 5.6.1 
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trade-off rate/ 交 换 率 定 光 5.2.13 

traveling salesman problemy 推 销 商 问题 例 3.2.6 
triangular comb/ 三 角形 梳子 3.9.10 

two-phase method/ 两 阶段 法 1.2.4 


U 


unconstrained optimization problem/ 无 约束 最 优化 问题 2.1.1 
upper nonbasic variables/ 上 非 基 变量 定义 1 4.1 
utility function/ 效 用 冰 数 定 灶 2.9 


VY 


valid ineqguality/ 分 离 不 等 式 .2 

value/ 值 例 6.1.4 

variable metric method/ 变 尺度 法 2.2.4 

variable polyhedron search method/ 可 变 多 面体 搜索 法 2.2.3 

vector optimization problem/ 向 量 最 优化 问题 5.2.1 

von Neumann-Mongenstern solution (vyN-M solution}/vN-M 解 
定 尖 看 和.27 

voting /投票 对 策 例 6.4.6 


WwW 


weak noninferior set/ 弱 非常 集 ”定义 5.2.4 
weak noninferior solution/ 弦 非 劣 解 ” 定 类 5. 2.4 
weighting method/ 加 权 法 5.3.1 


a 


zero-sum two-person game/ 零 和 二 人 人 对策 6.1.1 
zero-sum two-person infinite gamey 零 和 二 人 无 限 对 策 
* A488 » 


看 ， 2, 1 
Zionts-Wallenius method/ 齐 莫 基 - 华 枢纽 斯 方法 5. 5.3 


0,1-programming/0,1 规划 3.1 

(0,1) normalized/(0,1) 规 范 化 定 光 6.4.7 

(一 1,0) normalized/( 一 1,0) 规 范 化 ”定义 6.4.10 
2-matching problem/2- 匹 配 问 题 3.9. 10 


» 489 *» 


附录 3 外 国人 名 表 


点 Abadie,]. 阿 巴 迪 

B Balas,E. 巴 拉 斯 
Bellman'R. E. 贝尔 最 
Benayoun;R., 岁 纳 扬 
Best ,M.J. 由 斯 特 
Broyden,C. G. 布 罗 顿 

C Cauchy ,太志 柯 西 
Charnes,A. 查 尔 内 斯 
Chvital, VY. 赫 瓦 塔 尔 

D Daniel ,J. 丹尼尔 
Dantzig ,G. B. 上 丹 齐 格 
Davidon, W.C, 达 维 顿 
Doig,A.G. 多 仇 格 
Edmonds ,于 埃 德 蒙 兹 

F Farkas,]. 法 尔 卡 斯 
Fletcher,R, 弗 莱 彻 
Frank ,M. 弗 朗 克 
Fulkerson;D., R， 党 尔 克 和 森 

GG Gauss K,F. 高 斯 
Geoffrion,; A. M. 车 弗 里 伟 
Goldfarb, D. 龙 德 法 布 


* 490* 


Goldstein ,各 .各 ， 


戈 尔 巧 施 泰 因 


Gornery , 民 . 五 . 姜 莫 里 
Gordan,P, 长 尔 丹 

H Haimes,Y.Y¥. 海 梅 斯 * 
Hamilton ,W. R. 汉密尔顿 
Hesse,L. OO. 黑 赛 
Hestenes ;M., R. 赫 斯 特 诺 斯 * 
Hooke,R., 胡 克 
Hu,T,C, 胡 

TT Jacobi,C.G.J. 雅 可 比 
Jeeves;T. A. 吉 夫 斯 
John,F. 约翰 * 
Johnson ,S. ML. 约翰 还 松 

K Kelley,].E. 凯利 
Kubhn,H, W. 库 恩 

工 Lagrange ,J. L. 拉 格 六 日 
Land,A. H. 兰 
Legendre ,A. M. 蒜 让 德尔 
Lemke,C. E. 芋 姆 充 
Levenberg ;K. A, 利文 册 格 
Little,J. D.C. 利 特 尔 
Lyucas,W.F. 卢 卡 斯 
Marquardt ;D. W., 马 夸 特 
Morgenstern O. 莫 根 斯 特 恩 

N NashJ.F, 纳什 
von Neumann,;]. 汉 ， 诺 依 最 


* 491。 


Newton,l. 牛顿 
Pareto, VY. 帕 雷 托 
Polak ,E. 波 拉克 
Polyak ,B. T., 波 利 亚 克 
Powell ,M. J.D. 鲍威尔 
Rabie, M. 拉 比 耶 
Reeves ,C. M, 里 夫 斯 
Ribiére ,G. 里 比 埃 
Riccati,]. F. 里 卡带 
Rosen ;J.B. 罗 森 
Rosenbrock ,H. H. 轴 森 布 罗 克 
Sargent ,R. W, H. 萨 金 特 
Schmeidler ,D. 施 近 德 蒜 
Schwartz,H. 全， 施 瓦 获 
Shannon,D., F. 香农 
Shapley ,L. S， 沙 普 利 
Sorenson,H. W, 索 伦 森 
Stieltjes,T. ). 斯 带 尔 杰 斯 
Tavylor ,B. 泰勒 
Topkis ,D, M. 托 普 克 斯 
Tucker,A. W. 塔 克 
Veinott ,A. F. 维 诺 特 
Wallenius ;], 瓦 勒 纽 斯 
Waife ,P. 沃 尔 夫 
Zionts,S. 齐 俩 获 


* 492* 


Zoutendijk ,G., 周 腾 狄 克 


KatrropopHJd ,Fw 康 托 涪 维 奇 
Maprkoey A, 六。 马尔 可 支 


* 493 * 


